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Леĸция NL

Пусть есть машина движущалсаясо сĸоростью в

течении времени t

Е знабор условый =ЭS=0.t
однозначно

Пусть есть неĸое ĸол-во гредств М, ĸоторые мы
можем вложить на год

Маĸиа гомал Рз
Различные результаты

вероятностами
Ра могут быть срозными

Прохоров Пономаренĸо Леĸцин по теоршие вероятностей
и математичесĸой Статистиĸа

Широев. вероятностьчтом
Бородин. элементарный ĸурс теорои вероятностий
и математичесĸой статистисĸий-ĸоротĸо задачи

Феллер зведение в жефри вероятностей нее

Приложения дстом (длинно)з земное-последнес

издание
Гнеденĸо КУРС Тёфия вероятностей
сеĸей Парадоĸсы в тефии вероетностей

- Возниĸновение лето НББИгО
да

-

XVI начало ЗБИ

-
NUL4L-хX

начало ЦПТ Муавро-папласа
дззгод- аĸсиоматиĸа Колмогорова



Основной абъент Теория вероятностей
--

вероятностное гространство-тройĸа! ИЯ.Ав)
F

Простромство элемент жсходов
гописание может быть

резным
А: совоĸупность подмножеств изГ балгебраподмĸ-вР

событий
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I
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(B)EIQ,

93, BEA
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2 РСПНТ достоверное
событие вілво

З Рява Баддит
дузнальнйй

Mo PLYBE)- EPLBO)
Ф-невозможное события

Нод Есл вероятность События О, тО не значит, что

ОНО невозможное
Если вероятность события, то не зномит,что

ОНО достоверное
Пример зесть досна вероятность попасть в
уо

Среднюю часть досĸи площадь гр. части делить
на площадь досĸи вероятность попасть в точнд
Срациональным ĸоодинатами Д

-ББН появление ĸлессичесной вероятности

задаме оразделе ставĸи

Два гигроĸо Аняи Борн Игроĸи сравными сипа-

Ми за победу в раунде гигроĸ получаст очĸо

Игро Продолжастся до б побед.
Победитель получаст приз



Но игра быля гриостановлена со счетом Б.З

в
пользу Ани ĸаĸ справедливо розделить жриз?

Надо вазделить гриз
в том гоотношении ĸап

соотносятья Шансы победить еспи бы игра былс

гродолжена

будем геграть ААА
n гА АБA г АГровно згартим ГААБ

БА не ровновозможны АББ

ББА

БББ
l Б

AГ

Ба A

БАБ

=7У выигрыш АнИгесходов
Чисход- выйгрыш Борн

Классичесĸаявероятность

1.-2- ĸонечно
г-о..
ОлУ

2Все эемент исподы СОт равновозможны
З Если событие A= КД

i...

(
іĸУ

PLAL -K:HA
R
я

ĸол-во эементов



леĸция ПР
согласно аĸсиоматиĸа Колмогорова

Св-вавероятност
-

гей Основное понятие

вероетнотное пространствоеневозможное событие

11 Р1
Q=0

(
R,

А.Р)

2-л
UфоФ...

Доĸ-во: PiA9 C
0,

13
mn

W
по заĸсиоме

фунĸция задано на А

PERL
-S-PCRL-EРO

=3 PC
Ф=О

21 Конечная аддитивность
Ад, А...А

nЕАсобытия AiA5=Ф
nT ФФ

гопарно
несовместны

=
J PCOAII= EPCAI

)

L

Доĸ-во.
г

EA
:-(Aт0фоо...

f f

поО з аĸсиоме

PLQAI): PCAI)-
PIOPL

O
3)A

,BEA.

Ас
B

А влечет наступление внеступление

3 PCAIE PCBI

Доĸ-во

O B-A ULBIA
)

illll по асв-ву.l Al
PCBI

-PCAL

-
PCBLA)

PIA)
o

M
.R.

PCBIA
33O

Н Св-во непрерывности вероятноста по монотонным

последовательностам
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События гобытися

T

limAi=UAi последов многи.аl Cs
,

C
,

tmC::R: Yaktn-
события гроислодит
Пронсходит бесĸонечное

li
т

Bi=Q,.Bi
Чессло событый Сі

событие просссходыт?l в
imдĸ

Саг гроиеходет вся события

I С., нечиная с неĸоторого
НассераI

P
(limAil-lim

plAi
)

DClimBil
-

LimP(Bi)

доĸ-вои?
Q limAi-UAi

Постролм EDiY De
-Ae

D
2-AalA.....

Da
=AklAk-.

:.
A:=ED.:

D'DJ=Q Аисно постр.)
ll

PED :7-EPIDi)- CimEPLDi)-
limPlu!Di)

Он-Ав
PCLAi )- lim

PlAil

Б) Св-во счетной голуаддитивности

Пусть АэАг..-собыстия

PIQAIIEEPLA;)

доĸ-во Постролл Tz
=Ae:T

2=AalA...

TK=AKL(EAi)
г

n

:) D Аїэ БТК,Т
itJ=Ф,

ТКСАн

позво-ву монот

: PLPA;)- EPITREPLAY)а

ПО аĸс-счетной

аддинт



Урновые схемы

есть Урня
в ней шары

1спем извлечение с возвращением

ИЗ дрны вытасĸиваем Шар, емотрим ĸаĸого цвета

аар и ĸладем Мар вобатно и Повтореем жспери

МеНт

В
Урнс Шарыт те черных MITMZ-M

Тг белых

nизвлечений
Аĸ -ĸраз извлеĸалиечерный гарУ-

Каĸ жементарный исход?пПредставĸа--'' -

предложение L:
--

- Последовательность цветов, ĸоторол поевнялсь
ЦИИБИ

авновозможны?
БББББ

Ссл Урня СББИ, то элемент исходг более вероятен
=Э ĸлассичесĸая вероятность не работаст

Предложение 2: заĸумеровать гегары
-
ц

-последовательность поевившихся номеров
W

-Lixi..

inl

HR
-MH

ĸол-во

Eis
....

іĸ
7

wn
ime"Intw-tom эпемент. Исход входит ВА

4 Б

Илюбой эемент Исход станиме габором Шаров тоже

входит вА
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ĸон-во послед. тяного типа

AAr= Crmk.M2"-k Ch ": ( R). -ĸлĸ!
IJ PLAR)-(

RIPY C1-pJR-kгe pт-доля черных
жаров

Биĸале-роспред
а

Эспела извлечение без возврощения

ИЗ УрНы вытасĸиваем Шар Смотрим ĸаĸого цвета

Иар сч повторчем жспериотĸладываем в сторону
МеНТ

W
-Zie

i
.z..
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AAk- Cot mecme
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(me-k+e)x maCMa
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(
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РСAК): (ту(тапа) Гипериометричесĸие Поспределение

Пример Впаĸом-то лесц есть ĸаĸое-то ĸол-во жи-

вотных мы лотим аценить сĸольĸо таМ жевотных

выловим ĸаное-то ĸол-во жеевотных ĸаĸеме-то образоĸ
пометить и отпустить А затем енова ловить ĸа

ĸое-то ĸоличество.

Можно Ли пО тоМЦ, что мы гоймали оценить

Сĸольĸо таМ жесвотных?



густь т- известное ĸол-во животных
тг-стловили пометила Отпустиĸи

вновь гаймал животных

среди ĸоторых оĸазалось Кмечен.

m
-mIms

n
.k)

Условныевероятность

Пример? Пусть вы живете в дачном поселĸе, и у
вас

-

-
.щия

полвилась новая соседсная семья. В семье 2-е детей
Может быть мальчесĸ мальчиĸ девочĸа девочĸо! девоч
КО мальчиĸ вдруг вы видите, что Навстречу вам
идет это семье с Одним ребенĸом. И этот ребеноĸ
мальчиĸ Каĸова вероятность, что второй ребеноĸ в
этой Семь мальчиĸ?

Пример! Аня и Боряа должны едать эĸзамен. Ротовятся--н -

вместе не эзамене ЭБ бипетов ОНИ гез ЭБ билетов

зают ЭО Наступаст день жизалина Должен ли Боро

пустить Аню вперед
Он хочет едавать

и едавать вторым или жаоборота
Первым Каĸой вариант для АНИ предночти-

тельнее?

Ан =3 P
(A,)

=

20

25
BA

2

=3 PCA
,J-PCB,UBISA):

PIBIA
2

UBTA2)-PIBEAJTPEBIAaI

PIBLA,)=P(Be). PLA
.1B1)

= 20 25 -

19

24

Р/Б.AC)=P/BI)-
P/A2

1
Bё):

5
55

-2-а4
ll

20-24

25-24? 25
=) Без розницы



ОпР пусть событие В=РСвВРО Условной вероятностьют

события А При условии, что событие В произошло

называятся вероятность совлестннго события АиВ но

вероятность события В

PLA/B)= PCA
)в
= -
AB

)

PIB
)

:
J

PLABJ: PCBI
-PCA1B) Следствие



леĸция ПЗ

tТефема Если но из тройĸи (R, ,Р))АГА. S апределени

фуниция множесть PELAL:PLAIBI,mO(R, A
,

Р.)- тожя
фиĸсированьвероятностноя пространство

Доĸ-во:
г

n

Проверим з аĸсиомы Из аĸсиоматеĸи Колмогороват
Инеотрицательность очевидна
21 PILRD

1

Pi
(я)

=P(я1B):
P

(яB)

I

P
(BI

=
PIB
P

(B)

-
I

З) Св-во счетной аддитивности.

LAib CA
,

AiAj=Q

Fy
PLBA:)=EPLAIL

PILTAIB
.EPAIBl

РСВ)

n

Формула полнойвероятность

Пусть EAicA
:

AiAi
=O;

Ai (замечание п

можно менять

PIBI-EPLA:).-PIBIA;) на o
)

Доĸ-во:
гима

PIBJ-PIBRS-PEBNQ"A:)= PEQ'BA:)- EPCBA:)



ФормулаБайесо ( Bayes)

PLALB): PCAIPLBIAPCB
)

Пусть EHісA:AiA
:-=O:

QA і=Я

PLAI1BI:PLAIPCAUIPCBIAY
t

Форяедла
гопной вероятности

доĸ-во: PLB
ДО,

PCA
РO

ги

PLABJ -PCBJ-PCALB)=
PCA)-PEBIA)

PLALB)I

PLAK
-PEBI

Пусть EAі3cA:Ait
::O;

EAi -2

Ер/Аi]]-совоĸупность априорных вероятностей

Произошпо событие В.

Е P/Aі1в)3.-совоĸупность апостериорных вероятностий

Пример-.. Человеĸ обследцется Он либо болен, либо здоров
Результат обследование поĸазываст, что человеĸ болен.

Каĸова вероятность что он здоров?

Б-болен "Б-назван
3-здоров з"

балшься

назван здоровым зпо результатальобеледование

P
СЗ1"Б")?

Р/3/"5")?
Р1-р/ву

рур1БывНр(БРДПТБДв



1-В=Д.9
5=0,001 P

/31"5")-=0,92

2=Д01

Независимостьсобытый

ОВ События Аив называются независимыми, если
PLABJ

-PCAIPCB)

заме Есл одно из событий Аили в невозможно ипе
достоверно-то события АИВ независимы

PLAB
)-PCBJ-PCAIB)

-
PCA)-PEBIAS

r

рравним
PLAB

)-PCA)PCB)

PEALB
1-PLA)

=З Если события АИВ независимы. то PLBLA
)-PCB)

ОНД гнезависимость в совоĸупности)
пусть есть набор событий Ai:

ЕАйетгде совоĸупность индеĸсовI-ĸонечно гени сетно

-

Эта совоĸупность событий называстся независимой
совоĸупности, если для любого ĸонечного множества

У подмножество Индеĸсов ICKC ID

PLNAIDG : NPLA
:)

It
У

Пример! А
s,

Ад.Аз-незав. в совоĸупности-если-
ио

У1 PLA,AA,J-PIA,SPCA,IPCA3)PLA
:A;)-PLA.).-PLA;)

i
.j

1.2.3
E

3.
I4j



ПримерБернистейня события, ĸоторые неза висемы гопар.

го, но не явплются независимыми в совоĸупности

Правильная пирамида грань белая
агрань-ĸросная

...
.

оиь

згрань-синяя
и гронь в полосĸу:
белая ĸросная синяя

Пирамида случайным аброзом брогаятся Равновозможно При-
землятся не одид Цз гроней

"БУ- событие: на грани не ĸоторугь Упаĸа Пирамида
есть белый цвет

событие На грани ня ĸоторую УпалоТерамида
есть цветсиний

У- событие Но грани на ĸоторую Упаго
Пирамидаĸ

есть цветĸрасный

PL
'B'1-PI'C")-PL"K")-I

PL'5"1"C")-Y попарная независимость есть.
независимости в совоĸупности нет

Случайныевеличины

Пусть СЯ, АР)- вероятностное пространство

ОПР Сидчоной величиной Хня вероятностном прострон

стве (Я,АР) называстся измеримое атоброжение из-ииа

Rb
1



Опр.Отображение LRЭ1ĸ называятся измерамым
если ĸ борелевсĸого мн-во ВСК Прооброз вХсвус
Содержатся вА

X'(B)-LOER: XLOLEBY EA

P
ГXEB)

Борелевеĸое мн-во-эпемент борелевсĸой б-алгеброОПР

БорелевсĸаяОПР? б-алгебра-наименьшая Г-алгебра еодер

жацая все апĸрытые подмн-ва1R/прямой
r

атĸрытые интервалы

В-борелевсĸая б-алгебра

Пример! ĸ0з=йтĸіт-Борелевеĸалб-алгебро- -
q

иа

точĸа атĸрытый интервол

Будем далее ачитать что

Стронство более Чем ссетноПро не

2 Клюсс событый А- все подмн-вач

=Э Сизмеримостью проблем нет

Примееры: Случайные величины:
- у

2ĸонстанта Мюз-случ величина

l2Индинатор события t

GA (ю):
1, eaul WEA

l
О, сноче

AEA

З Распределение Берĸулли

ОЛр Случайная величинаЛ имеет роспределение Беридини
-

если совоĸурность знам. О.Э
параметромРĸоторые

пранимаются с вероятностамие Р.Р сеотв.



Опр: Под распределением случ велич.Хгонимастся
-

Совонурности
У Совонупность значений А

s,

Аг..

зСовонупность соотв вер-ней D
2,B

....

PO
=PLX-EGl

Пример-Х,ĸ-случвемичины ХФК-С одинамРасыр
=

s

Xl
01:460) Нет

b
одня ита жефунĸция

R
-ER,PY

C Пример

Х=дтрт,
есмил выная Па,

мнече

PCX
=11-Q

Y=HB, PLY
:1)

=
E

n

lСхемагернули
пусть д нес проводиться неĸий жсперимент глучай
ный, результатом готорого может быть ноступле-
НиС иЛи не ноступление неногю события А

Предположим чтоврезультате жсперимента

Случайное событие А ноступаст с вероетностьюР

Проводиться ы таĸих Испостаний, танихслучай
НЫх жспериментов Обозначим через Хĸол-во ноступ-
гений событься А вп жспериментах.

Хеĸо.. пуе совонунность значений

Х-ĸол-во наступлесний гобытня A (0,12.. .)



Урновая Схема с возвращением
PLA1-p

Тг-черных
ТЭ-белых

M
=Me+M2

п-извлчсний

PLAK-(
KIMJG1-J-k

ТК
Раз поев черный

ТТ-РГизвл черный ПРА извлечение

PLX
=K)

KQ
.n

=

/
K JpK (1- DM-ĸ- Bонom (R.D)

бипомиальнае Теспр С

ггараметрамн ПИР



леĸция ПН

Примересть заĸростая дверь. у охранниĸа есть связĸи
ĸлючейон наугад выбиргст из этой свезĸи ĸлючи

Пробует атĸрыть дверь- Но в Силез своего состояния

гпояныйстарый ОН не Отĸладываст этот ĸлюч.
а бросываст в связĸу и следующие Испытаниеэто

повторение первого испытания

Спольно полытоĸ он должен совершить до того ĸоĸ

дверь Отĸростся?

пусть ĸол-во попытоĸХ В свезĸи и ĸлючей

К=1.2,3... значениях

PLX
=11-h

PLX
=4-1-I).L

я

гервал попытĸя нездачная

Гсобытие

Айĸія попытна удачнаУ
R= EAs

.

A
?

Az
,

П A
?As....

З

Если обознячить Б-Р-РСА)

p PLX=1)-,PLX -2)-Y1-JPP... PSX-K)-LL-p1p
геометричесĸое роспределение с параметромp

Моменты случайныйвеличий

ПримерВ аудиторим Сидят БО студентовУ Клндого
есть набор параметров рост, вес, цвет гляз

и т.д.
Если попросить ноугоод человеĸо назвать эти гара

метры-это случайная величиниае Совонунность Цз БО

Человеĸ можно воссматривать ноĸ неĸую Случейную
величине а вот значения роста ĸогидого студента



это есть пабор значений эой случайной величины

Если мы хотимь посчитать Средний рост этих БО

Человеĸ, мы Сложим знечения рата Конндого И

розделим но Бано общес число человен

пусть есть люди одинаĸового роста, тогда можно

суммировать не все БО зночений

X
ё....

Хьо- рост 1-го, 2-г.о.... ь0-го

алага... -аĸ-розличные зноченио роста
И..... пĸ-ĸол-во челов соотв востя
r
ĸол-во чел Гĸол-во чел. R=M1+... +НК

Сростом а сростом аг

П-средний рост

FX IGani
"

ii=Lai
"

n

Напоминанис Систаем чтопростронствог-дисĸретыо
т

e.

не более чем счетно А-все годиножества2

Опр: Мотематичесĸим ожиданиеы Серидним случ вел.Х--

называстся Елю)
pl)

велич ,есле он сходится абсол

Обозн.
WER

MX
=EwEяX(/P/) (R.A. P)

L
.

u

ЕХ-Е
дев

Хо)Р
LI)

Свойства мотелотичесĸихОĸиданий

L
.

Е
C-Сматематичесĸое ожидани ĸонстантыесть

2. EICXF
=CLEX гĸонстанту могно вынесте ĸонстанта)

3. ECШ7 EX,IEY, MO ELX+YL-IEXTIEY В-в абс. сход-рядов
Н. Есл Случ. величиние Х прихимаст

значение ала... С вероятностеми рари
Pі=PLX-аilфoрмула для мат Ожид дисĸретныĸ вел.

то ЕХ-
E

аірі, если ЕХ существуст



Ai-Ew: XlwI= ai
3,

IAi
-1

T
7

Доĸ-вои.EX
=E

w
оея

X
(ю)PL)

.
AiAi

=Ф

lr
т.ĸ-ред СхоД абсолто
можем переставлять члены рядаУ-

EEWEA;ILJPI)=

:
E

ai EeA. Plwl= GAipi

Пример (Петербургсĸий гарадоĸс) СПример несущ мот. оĸид)omn

-

Допустим гредлогастБоро Ане поиграть в следую.

иеуго игру бросается гравильная монета до первого
появления герба Сал гербпоявлястся ПРН гервом бро
санин. то Борн готов заплотить Ане Эрубия.
Есл герб появлястся впервые ПРИ Эм бросажеи
тО Боря Плетит 2 Ари Третьем 2З и т.д.
Но Боря любит Справедливые игры: он готов пла-

тить но за участие в сегре он Просит запметить
гредний выигрышА Чему равен гредний выигрыш?

E
2"-

Zi-E1 nx

задама поевились в н веĸс Итагда не могли понять

Тооорублей это много? Не очень. Но сĸапой вероятностью
Аня получаст выигрыш более 0щ0?

Х-выигрыш АнИ X
: 2 2' 23

...
n

С вероятностями 2 '1 2'223

EX-2212?2.нe существует ĸонечного
n

t

N МОТ ожиц
P

/X-9000):G

1IK=GS

Если Аня саглашастся играть в эту игру, то

ОНО может получить ĸрупный высгрыш, по веро-
ятность этого вые.грыша оНЛ очень маль

Ценность выиегрыша уменыастся сего

двеличениемь



Даниил Берĸулли фунĸцияполезности
Представье, что Аня Леиялиадер выиграть 100000
для нее интересно? ИЛ настольĸо же интереспа

если Аня живет От зарплать До зарплать?
Вряезных истуациях это резные 100000.

Спримерная суть дуунĸезин полезности)

Вывод не всегда существует мат ожидание

Пример Посчитаем мат ожидание СлУч велич X
-

пусть Химат биĸониальное роспределение с

жараметралм П.Р. случайная величино лсмаст
ĸонечное число значенийсв.а ве д
неС будет ĸонечное число

слогасмых2
д МОТ ожидание
существует

Найти матопидание

Х-чеисло неступлеĸий события А в схеме Берĸулли
=7 X rBinom CU

,D)

зиндиĸатор наступление событися А ві-м Испытаний

Чi=(Б, если в тм испытаним ноступиль А

PLY
=11=P,

i-S..n

X
-Yzt....

Yn

IEX=EIEY-EP=hp
y

p
по з-му св-вуз

=) EX
-



Свойство математичесĸихОгданийпродолжение)

Б. Пустьg .R-R борелевсĸая фунĸция и EдСх) сущ.D

Гогда IESLX
-2

д lapi доĸ-во аналогичночев-вуз

nРимер! пусть нам предложили играть вагруmm.

Сĸнулевой суммой
1вариант игры

Бросаятие Провильная мопета Ясли выпадаст герб
нам дают г000, если решĸа то мы платимл ТО00

Д вариант иегры
Тоже гамоено СООО заменяться ня 10000О

В ĸаĸую ггру буделм играть?

пусть Хэ-вынгрыш в т-ой игре

Хг- выигрыше вог-ой гегре

ха=рво10з с вероятностями Д ЕХО

4г=двойл05 с вероетностями
E
FEХ-=0

д

Мот ожидания одиноĸовые, но есть то что отпи-
Чост этИ игры разброс относительно мат ожи

дания-нооо Или 1100000

=) вводят новую величину?

DX=1/X-1X1ередне ĸвадротичноеотилопениеФт.-нос
не интересцет зиаĸ

Случ. величины От ее мот Ожид

Эта величино называетдистерсия



Свойстводисперсин

L.DXJO

DC
=O

DEOX
)-C'DX

DCXTYI=ECX-IEX+Y-EY)-аваг9в в

IECX-IEXRZE CLX-EXKY-EYBTIELY-TEYP

DXTZELCX
-EXKY-EEYDDY

w
ĸовариация Хий

COULX
,

4)-
EILX-IEXJCY-IEY))

Опр: Момент порядĸа K: IEXEEWERXKEW) PIW)

Опр: центральный люмент порядĸаK
:-ECХ-EX1k

Пусть 71Х",ĸIт. Сущ ми(EXт?



леĸция ПБ

Опр: Случ- велич. Х.й Независимы:
Fiis PLX

-a;,

Y=B;) - PIX-AIl.DLY
=b;)

ОТр Хэ, х...-независимы в совоĸупности, если ĸĸонег-

ноподмн-во Случ. велич еве независ. в совоĸ.

Опр: Слуг вел Хо...Хи независимы в совонунности.
если для борел лн-в Bs.. и:

3I
(Q(X.EB.))

= NP(X.EBі)

У Пусть Xe,", Хн, К..
чЕĸ

Случ велнеза висель в совоĸ.
4 FIRRPGI 4 g:

RRISIR
измер.

Гогда flx. Xn) и д
lю..... ГК)-независ. случ велиг

Свойство матемятичесĸих Огиданый-гпродолжение)

6. ЕСш ЭЕЛ,.и X
ĸ неза вис, то IEXY-IEXCLEY

Доĸ-во: IEX
=E

wer

XLwIPL
);

Ai=Ew:X
(wI-ais

Bi-Lw: YLw
)=bis

гЛг

EEXY
-E

WER
XIWIYLWJPL

)=EE

XIOSYLWI PIW
)

=
i

's

WEAiN B;

E
;

GibiPLAiB,I= E;GibsPIX =A:)-PLY:B1-EaPlX
=ailKEBPCBIIF

=IEX. IEY

j
d

неза вис. х.ĸ

СледствиеCOULXY)=ELLX-EXJ-CY-EYD-EXY-IEX-IEY-O,
если ХУ неза вис.

Опр? Случайные величины Х.ĸ называлются неĸорреларома
ванными, если Б=Д

д-ĸоэффициент S= couLDX
-DYаорреляция



замечание ИЗ независимости СЛв. Х.У следцетг

непоррелированность Сследствие из св-ва б4опр.)
РНО? абратное неверно

Пример пусть случ вел.Х Принимаст значения
7,0.-нс вероятностямиEдE

хРол ТД Рассмотрим сасуг
вел. 4=х? Ко Г

PCX
=O,

4-11-04PLN-O)PIY-1)
=З

СЛуч вея. Х.У не явияются независимыма
гпротаваречие апределению)

Б ОНИ зависеемы
HO IEXY-EXO

:
S

EXY
-LEXEYFO

СЕХ-=О
:3 couLX,41=0 =7

случ вел неĸоррел

А всегда ли хих зависимы? Нет

Примерх-д PIX S
,

ILFS)PIX-1)-I=
=PLX

-1).-PLX?1)-Z'1

XEE
1

PIXTLICEPSXI-1
= PLX=J-PLXE1)-G1

Коэффициентĸорреляций

Хараĸтеристиĸаз
Коэффицент ĸорреляция выступолт ĸаĸ меро зависи-
асости случайный величин Х.ĸ бнов линейной

Св-ва ĸоэффициентаĸфреляций

1. Если Х.У независимы, то 8=0



2. 18121

Коэффициент ĸорреляция аенвариантен относительный

изменения масиетаба:

xacX СЗО
l

=7 9x.4 =
Scx,dY

Yedy
,

do

*
Доĸ-во: Пусть IX

-ВEY-

гМ

Рассмотрим Случ вел. ĸ-ах.
аЕ

l

DLY
-AX)-ETY-AX

FLELY: ZYAXTAPXY=

FIEYJ-ELZYAX)+IELA'Y'-DIYI-LACOULX, YHTAPDLXw
"

DLY)"l
-

да-сонх4) "аДх ĸвадратныйТрехчлецотносительноа

DLY
)-LACOULX,YI

TA
'DCX)

FAEIR :3 DEO

дисĸриминант
D=COUCX.T-I-DEXI-DY1-4=0

: COULX.YI-DCXIDYIFO

:
J

COULTIIDLY EI =3 $1E8

3. Есш $171,то ĸах+ва.венайдутся пн.
Сте-лиенейная зависимость

Доĸ-воти Цз доĸ-во св-ваа ОчТиНаверное Спн)
вытеĸает что еслие ЧтиПО всюдусп.-в.)
191-=1, тo вероятностьоаСс верН
DLY

-AXI-ELY-AXPO

=3 Y
-aх-=O

П.Н.

=З ПРИ неĸоторомa.ĸ=-ах может появиться
ĸонстанта в

ЕСШ (ЕХ =ТЕЕ=0 не выполнена то От Случ велич.
*

X
-X-EX IEX

'O Dхиĸ переходимĸ центрированным Случ веле.

YIK
-IEY FY'-0

Ивсе россуждения повторяем для хіĸ
в этомглучая



Пример Пусть есть Слуг велич.Х со значеннями--н

ОТ-еоо до еоо сровными
СОО ЭО веростностями

1 Промоделируем ЭТУ СЛУч велич.:xliotФД ЭО1 пусть джее в дрнс есть

Кол Эо1 Шариĸ Сномераши
ОТ -оо до 700 имы

случайным образом выбираем жариĸ ие емотрим
ĸаĸое число поевилось. Вытосĸивали много

рез получили неĸую выборĸу (выбор с возвращ

Проз вытащила -а поевилая набор значений

Стролг соотв. набор для 4=1Х1

Получастся совонунность пар.
(

xe, Yel, гgеX--номер Шарина ĸот мы

вытащили иЗ дрна Первым
i
l

.

Ye:Xи
(

xwyn)

Нариуем эти точĸи в ĸоординотах ХЦ
Ц A ВСе точĸи летот не

Ц
голĸа"

ХХ+аХXXX XXX
Х

Случ величины Х.ĸ.-
ТХ зависемы

но ĸоэор ĸор.-=о
Коэффициснт ĸорреляцин слоги-

ные типы зависимость ĸе

длавливаст



НеравенствоМарĸова

Пусть СлУуч велич ХЗО и ЭЕХ
Для ĸазо

PLXJA
1IIET

Доĸ-во:
М

L= GA- HA
A

IEX
-IEX-1

A
=Lw:X

(w13a3

Halw)-%'
earr WEAl
IEX -IEX-(HATAC J IEX-HAF ALEHA- APLA)

=
D IT ?PLA)

Неровенствовебышсво

Пусть Услуч вел.ХЭ ДХ

Гогда для Кео

PLLX-EEXIE) DI ИЛи PLX
-IEXKE)-DR

доĸ-во: ПоложимяY
=LX-FX130

МИ

PLX
-IEXIE)

= PCY
'EY

Далее Применаем неравенство Морĸова
гe X

=Y2

A
=E?

IEX
-LEY?-DX

d

DX
-EECX-IEXI



леĸция Пб

следствие ĸ нергевенствуЧебышево

Есл е= БВХЗБ б-Рэхе стандартное
отĸлонение

PLX
-EXLL30)? 1-1--90%

" 90%

m
x

(ЕХ-Зб Т
EХ

ЕХ+зб

Есл Х-ĸорм роспр-случ величина, то
PLX

-EXI-30)7 Q997

заĸон большихШСы-ЗБЧ Спервая жемечужина
в фори Чебышева Тефиш веростостей

Пусть Хи.... Хн-независимые случ велич

Э
DхіЕС. Тогда для F

ЕО

P
//Xs+.-IEXs..1E

701
СЛл

P/lxet...-EXs.11101
Доĸ-во:
гМ

( Xst..-EEXs...L=Yn

во-первых, Уп-центрированная случайная величеение

СТК из негидой глучайной величины вычитастся
ее мот ожидание)

=
J TEYN=O



ПО нергевенству Чебышева

f E Г
PLYUBCIE

DIXUTITNI
.DLXT.IXINMTETSEECINO

EEYIIDYPLX
-EXSCEDI

DYLIELT
-EX

IIIN

Следствис Eам EX.-...-(EХи (в частности, ĸогда Х.... Хн

однаĸово васпределены

P /lX..+ж.-1EX.1zE) 0

Мастныйглучай ЗБИБерĸулла

Пусть Х... Ун незав. одинаĸово распределенные глучайные
величины Снар. Сл вел)

pX-111p
Положим бы=Хи-.... .Хи. Гойда

в селу следствия.

Pl
18-p1E)s1

Другая троĸтовна. Пусть унес есть Схемо БерĸуллимМи

Сп независимых испытаний ĸогидое Из ĸоторых могет
оĸончится Коступлением или женоступлением непото-

рого события АИ событие А
жеступает вĸогидом

Испытоĸий сверРЗ

Хо в
данĸом слугая выступаст ĸаĸ Иендинатор

наступления события А ві-том Испытании, а

да троĸтуется ноĸ общес гисло неступлений
События А вп испытониях Берĸулли



s-доля Случаев в ĸоторых событие А наступило.
Доля случаев отмичастся ОТ неизвестной вероят-
ностиp НД величину на превосходяцую ев
вероятностью ĸотрая Стремития ĸо, ĸода ПО

ЗБИ выступолт КоК гнструмент для оценĸи

неизвестной вероятностиР

ТеоремаПуассоно
зависит оти

Пусть Sn - Binom In
,

pu
)

u uposa hpu 1
ss

бипомиальноероспр
Тода для F

КЗО P
(Satĸ)

я
9*

ĸ.e
-

a

замечание Случайная величиноУ илееет пдассон.
распределение с параметром а если

PLY=K): a
ĸ

Kie'a,K=Q.1.2..l
-

я
ССли просуммировать это лоĸ от одох,получимэ.
дЭ ниĸаĸих других значений у слуг велич

У нет

Пусть Su-BinOm(,p). Положим а-пр. Тогда
FK3O PLS =K/-aie-a E95-

hp11

.

доĸ-во-(т. Пуассона)s

Ниже Р=РП СДля сорращение записи)

P
(Sw=KI: KILN

-KS!

PK .C 1-pJM-Ke

Kin.ln-e... ."(in. +9)K 1-prLe-p)".Ce
-p5-K.

Множитсĸийĸ
я

-k

ki 1-4e-k)....(e-m.1.4p,44e-21741-1n nox

Вынесли из ĸагидойсĸобĸа
d
д

bs

7

L
и занесм сюда a е-а



isEis1.at mperaie-a.1 : Eiake
-

Пример! Пуассоновсĸое распределение часто появляется в- мш

моделях, описывающих Системы лессового обслуживания

1есть неĸий интервая
T

Инас интересцет допустим ĸол-во телефронных

вызовов, ĸоторые полвились на этом громегутĸа
Ото до Г. Оĸазывастся, в этом глучае ĸол-во

вызовов хорошо Описываятся снеĸоторым ПАр. a

пуассоновсĸим роспределением

Пример задачи оĸонĸуренция
Представим, что унос есть пуĸĸто:А иВ.Из гунĸта
Ав Лунĸт В ходит эпентричĸан не одня, а две

ws Цз пунĸто А в пунĸт в
і ĸаждое утРо должны персезжять

ПО работу или ĸуда-то еще

00О человеĸ Эпентричĸи отправляются в

одно и то же врелеяе ОНИодинаĸово ĸомфотны.

поэтому любой нассажир выбироет Ту или иную
эеĸтричĸус одной итой же вероятностью

Но получастся, чтобы не было отĸазов СЕСли захотят
То все гооо смогут посхать но вой эеĸтричĸе),

ĸаждое утРО У нос 1ооо пустых мест

Но это смишĸом росномно. Сĸажем таĸ: мы готовы

удовлетворить желающия ехать Па той Или иной

эпеĸтричĸа с вероятностью до%. Что изменится?
Сĸольно пустых мест оĸожется вэтом Случасе?



п= 100о-число пассажиров

Xiĸ l
1, есл їый пессожир выбирает 1-ю жентр

r O
f

инече

андинатор го поможира
сточĸи зрения выбора

нюй элеĸтричĸи

Sn=Х
s-...

Хtn-число посс., выбр. ю элеĸтричĸу

т-число мест в вюй элентричĸа

PISREM
1309

W
событие! все ĸтазахотея посхать всюй. оНи гайдут

таМ Место

Хі-нар с. вен Имеющия распределение Берĸуели
Причем выбор Происходитс вероятностью

E

Sn- Binom (
n,

I
)

Т.К. S ы имест бином

Проспр.

PlSEm) =Ek-o" P(Su=K) =E =
o" Са"-2-п

30,9 (91

П.)
т.

e. следцет Найти мисним значение т. для ĸот СЛ выполн.

воспользцелся центральной Предельной жеоремой СЦПП

лоĸальная Предельная ТефелииМуавто-йоплесь
саĸ ведут себя вероятности S=тТефемаотом.
Пусть SU' BEROm(

RP)

UAPL1-p)-DSN-+D
I noxo

бг

Тода для
К целаго тхо

PISEM
)

- INTQE-TE HHOLED)r
ДЛя этих веростностей даны непоторые гриближения

Через плотность гормального роспределения



леĸция ПУ

SR' BIROm(
N,D) ESh-Rp
DSU:MPL1-P3=O2

а Муавро-лаплоса--.оиеИентегральная Предельная жефрела
ЦПтв чостюм алучас
Fa

,bElR:-84асbет

равномерно

plas Sm-Eb1 1I FEe:7d7
мa

r
W гинтегран появлестся гри

Отĸормировалие достаточно слабых даловнях
ссуч величину Sы НС обезательно Случ вея

l

IE S-р=-
O BS

-1 должна аметь бинол Фоспр
Г

Пример задачи оĸонĸуренция Спродолжение)

DISnm
)309 восползцелься инт Тефемой М-Л

n
-1000P

-д

пр= 500 8=Гпрн-рі:б9000.22=Га5о=5го

P(smem):P/Sa-5005NO EM
-500

I-IrIie-7d730,9минимльное

а=-х вU13 5 m=-521

P
(Sn

m)70,99 =3 M=537

Основной объĸт-верояетностное пространство
напоминани

Клесс событий игие-алгебра подлгжеств множество 2
d

СП.
F,

РЭфунĸция не случайных событнях фунĸция НОГ

Гространство эпементарный исходов
До СиХ ПОР было
umn

не более чет сгетно

2.Г-пласс всех подмножеств2



Теперо-Субираем агроничения
nn

1.2-любое мложество любой мощности
ДГ-ĸлесс событий. Сигма-алгебра подмножеств
множествая

m
.e.

REF

-е
cл A EJ

, MOAC-AEF

eculA
3CF,

т
O QAIEF

Сб-алгебра замĸнуть относительно счетных объединений
и дополнений

Примеры
эти2 всегда должжем ны быть
n

Э. Го =КД. ПЗ-вырогид б-алгебра
2. F

.

= 30, 2,. B
.

BC
3

Пеобственное подменожествоя
СВЗ

ОБр Борелевсная б-алгебра подмножеств1R-это паимень-

Шал б-алгебра годерганцая все отĸрытые мн-ва 1.
все точĸи Авĸ внутреннима

а Опр эĸвивалентное
Борелевсная б-алгебра подленожеств 1-это ĸолимельшая

б-алгебра годермоная все интервалы (а в)

Эĸвивалентность вытеĸаст из того фанта, что любое

Отĸрытое мн-во представиль в виде ечетного дбъыди-
нениья гнтервалов, т.ĸ. мн-во вяциональных точеĸ не
грямой всюду плотно

ОтображениеXuзчв 1R2
грообраз борелевной балгебры
ПРА атображепих

Опр.X.я-К нязыв. Случ ве, еслиX"(В)C F, т.e.--

бор-меы-во авиется

КЕВВимеет ELO: XEWIEBS EF годĸияĸсом

В этол случая Х-измеримое отображение

.
X-Rs1

еви случ.
велич. ЕЭ

FAEIR2
W:XLOJEAB-X'L-Q,

ADEF

Раньие ПРН агроничениях это выполнолось всегда, Т.К. было



Э.Г-ĸласс всех подяножествч

ПримерыКаĸие Отображения всегда будут случотными
величинами?

У Отображение Х-ĸонстанта: 1.C-const

всегда евлястся глучайной величиной

Пусть Хю) =С Г
WER 5 Х-сл.в. всегда

l
если АхГ.

4'%-x,al):

Q, earl aC

=Э по утв. Х-еви. алуч велич.

А если значениеу Отображения будет ли это всегда
алучайной величиной?

а. Я=[0, 97 5= 10,Я,
. [0,0,3),[

Q3; 1332

XwI
:?,

WE
40,I1ELII1) Tl

Отображение не евлестся измеримым относительно этой

б-алгебры Т.К. если взять нанупряомую (-8:2)

X
'41-0, 1145

На ĸани Хз? Там, rg
е Xw)=1, т.ĸ. DE2E:13

X
'Y(-8,

Z11-LLiT],но это не явлеется жементом Г

ХС)-не авлеется случайной вел елчиной



Сĸондой случайной величиной связывают понятие

фунĸции роспределения

Опр: Дия ĸслуч велич.Х определлют фунĸцин роспреда-

гениЛ этой Случ велич по следующий формеуле

FXLZI:PLXCZL-PL: XOKZ
)

Св.-ва фунĸцинБоспределеĸие

д. монотонность. Аюбая фунĸция распределения неубыв
Fas

сas

Име
eм

FlaelE Flaz
)

T

Фопустеи индеĸсХ

Доĸ-во:
mun

flad - PLxa ail
FLa

2I

-
PLXcaz)

Faica.:
20:

X (
woKa3

CEw
:

XOL CAzS:3 PIXCQD LPCXCA
)

2 Фунĸция Распр непр слева, m.e. An1a, mo Flanl Flal

аходитея слева ĸа

Доĸ-во:
г

n

РассмиотримBи[аа) для АпРа

BrJ Bn
+ пвФ

Cl

в
imBn

n яo

леĸция 2

Тогда по Св.-ву непр. вер-ти-2
JLmI(BR)-PLLimBuO XI

ТК Это
d Н Св-во жепрерывности веростноста по монотонным

невозможное
событие

последовательностемь
набыв невозр

Ay CA2C As ....

втВгэ...J

r

P
(Bn)-PlanEXa)-Flal-Flanlx

гр я T X
добота гобытьсяя

r

limAi
=UАі l Сэ, С....-последов меножвтСі

=П Шзĸ
i=1

.

Спг
собывнес продсльдеат
Пронеходлсты бесĸонелное

:3 limFlal
-Flan)O

вн Bi- ПBi вево гобётний Ci

j
=1

Собывнне герэюсесходьет 23l
вётСДдĸ СпГ вронсĸодятр все еобовтся

I (
i,

fecercutedad a seekotterpose
ĸвисерая1

P
/lim

Ail
-Gim

PIAi
)

=) Flan
)"

Fla
) B

(lim

Bil: LimP(Bi)



З. limĸlaĸо доĸ-во аналогичнон Св-ву
anД

4. lim FCal
-1

cst Д SДоĸ-во ПоложимAn=(-an)
AnCAnte =3 lim An: UA:-1R2

По св-вед непр. вероятности:
Im PLAND= PCLIMAN

)-PIIR)+

=
L

X
n

забыл вассиязать раньшие)
Для любой случайной величины вводится
понятие роспределения Слуи величены

Опр: Дня ĸ случ велинХ определлют росыреде-

гене этой СЛУч велич по следующий формуле

FBEB: PXLBJ
-PEW:

XILO
)

EB
)

r

j ввероятность заданная нефунĸция заданная
На борелевсĸий б-алгебра Событиях,нат.)

Нушна, чтобы Х-Ув)еГ (для этого. нучно иЗ мосто)Мёрч

заме Есл фунĸция распределенияопределстс

FLZ
1-=PIXEZ

т
O непрерывность елева заменя-

ется ĸа непрерывность аграва

Пример пусть Ч-ГДв.В-борелевсĸая б-алгебра
подиножеств 2.Р-меро Лебега

ОПр Меро Лебено не промой-меро, ĸоторая

ĸождолеиу атрезĸу ставит в соответствие

длиндего



продолжениепримеро1 2,wEгO,)

Х-луч вен: XLLO)= l
1, wE CR

,13

Это отобрежение евлестия глучайной величиной
Т.К значение чиа принимаютье но ми-вах.

ĸоторые евляются борелевсĸими-полуинтервал
Д.д) евляется борелевсĸим мн-воми отрезоĸ
111]-тоже борелевсĸое лен-во

Наридуем графиĸ фуннцин распределения
Fla

1

n

7 8

F O O

4 L УК

Вопрос

Если мы знаем распределение глучайной величины,
Осы знаем фуннцию роспределения?
Да, Т.К. нам достаточно в ĸачестве в взять полу-
Прямую ОТ-хо до ĸн тогда голучаем, что

значение Рх на Полуĸрямой это и есть значение
фунĸцин Боспределения

гобратный вопрос: если Мы знаем тольĸо гунĸ-
ЦиО роспределения те значение вероятностьглызнаем
ША голупрямых для случ велиг Х,можем ли
МА сназать Каĸос распределение поХ, можем
Ли мы найти все вероятность для любых

борелевшних мн-в? Да объяснение на СЛ-леĸции



леĸция ПД

напоминание

СП.Г.Р)-вер пространство
XRb1R
r -
слсуг величина

гизмеримое отобр

X'Y(BICF

Сборелевсĸая б-алгебра
FX CZF- PLXZ

) r
Ра(ВКР/

X

ЕВДборель лен-вом

Элемент

EC
лU

B=L-8,7)
PX

(B):

PIXCZ
)- FXLL)

ОБр Клюсс
R подмн-в КR нязыв алгебрай, есмь

1.К
ER Спремая Авл элементом этого ĸласса)

2. ECTU AER
,

MO ACER салгебро зампнуть относительно

3. EC A, BER
,

тO AUBER дополнянийи объединсний

Тефема Опродоменим вер-ти Смеры)-н

густь Па алгебреР задано Ф-Ия Мн-в Льнеотриц

ддовл следующим св.-вам:

L
. ALRI=L
2. FAs

,

Az
....ER.

AA;-=Q YAIER
,

т
O

MLEA;)- EMLAI)
Тогда н единственным образом продомастся не

8С
R)-б-алгебра

порожденная РСт-намм б-алгебра

содергащия этот ĸласс)

Продолиление евлястся вероятностью на 8

Тефема Рх однозн апределястся по F
.

Доĸ-вои Рассмотрим Клесс мн-в Р вида



LL
-а,

в), [
a,

в), [
a,

+
o),

а танже всевозможные ĸонечные

объединения лн-в таного видаУ

лино поĸязать, что Клюсс Кобразует алгебру

Поножем, что SCR)-B. Тĸ. в этом равенстве слева

И Сграва стает Клоссы множеств, то можно

доĸязать по гестом вĸлючение одного Клюссао в

другой и жаоборот
1. BC CR

)

S

В-это жамменьшая б-алгебра годергонцая все

Интервалин-поэтолиз если мы поĸлжем, что КR)
Содержит все инстервалы, то мы доĸатем эТУ
часть

Берем (а,вз=отат.в) эмы можем используя
Операций Объедеснение всчетĸом гисле получить
ав использця ми-ва таного вида
L

(-а,

в), [а, в), [а, +0)3

Снанм б-алгебра содержащцая все гентервалы

=) 19,6IE SLRI=)BCSCR
1

вĸаĸая-то б-алгебра J

Содергощая все интерваль

2. 8 ĸВ(
R

Надо поĸозать, что все мен-ва этого. тила Принадиетат

LL
-8,

в), [
a,

в), 2
a,

+), а таĸже всевозмочиные ĸонечные 2борелевсĸой
Объедипения мн-в таĸого видаЗ балгебрс

Мы уже поĸазывали, что полциитервая авьевлястся

борелевсĸим лен-вом

С-Д,в) можно сназать интервал (полурромая)
(а,в): Г.ĸ (ав)-=

nlа-п, в)еB

LCRICB



Определим неĸую фунĸцию Н, ĸоторая удовлетворост
2-м сввам в Тефреме о продолжение вер-ти

ПоложмM(La,BL-FLb)-Flal
MCL

-0,

11:
F(6)

6eLla,-811-1-Fla)

He
-ceomp,

HL1R)-L

осталось понять выполнено лие для этой фунĸция
св-во счетной аддитивности

Поĸожем что если У нос есть счетный жабор

ELai, bils
: AiAj=O QA-тa,вlполуинтервалов

"Ai
для таĸ Определенной фунĸцин М
GmoM /L9,61)-EpLAi)

Доĸажем герез вспомогательные неровенства:
M(Lав117, EMeLAI)
HLLA

.BH:

EMLAI

L
.

MCLa
,b113 EMLAi)

джĸсп
En

: 29,
b)74"

Lai,bi)

Ia
'a,?,

'a.?." J

в

Uз C-в F
: FLGL-FLaL?EN1=1bi)-Flail)

p

"
elсаb)

LelLa
;fi)l

Спо ОПр фунĸцин М)
Это спроведливо для финс. п
Лёвая честь отнне зависит, если в правой
Чости устрелить иĸ 2, то получе сумлец
Беда, ĸоторый остастся все таĸ же не больше, чем
левая чость = рчгa,b1J EMLA:)



2.M(LA,BI1 E EMLAI
)

Фиĸсирусм Произвольное Его
вспомним св.-во Фуницин Баспр.

2
2 Фунĸлия воспр непр Слева, me. an Pa

,

o Flaal Flal

ходитея слева ĸ а

Набор точĸа

Вслу непр слева F: Fzai
з

u в": Aica:,b'=b
-

ai :
FLG

'? FLG1-5. FLail? Flai) Zix
8 аa '

a.

.'
a.

?.

".
в

и получаем та, в'зсUёla:,вi)
наĸрыватся

Сива днас стоит замĸнутье лен-во, стрезоĸ, ĸоторый
наĸрыватся счетным ĸон-вом гентервалов
=) Э

n: Lab
"3 aILai, bil можно выделить ĸонечнае

подпоĸрытие
Лечио

поĸозать
по Индуĸцим .

Есл имеет место танос вĸлючение, то

ЦЗ св.в фунĸцин распределения

F
161-FLaL

=E
(FLGi)-FLaill

FL
61-FLaLEEE1fLbil-FLail)

I ll

M(Cав) Ж(та:,в
i))

: M(LA,BH E EMeLA;)

=3 Me
/2a

b11= EmLAi)
КМЕСС

=З рс явл. ссетно-аддитивнойна Ра следовательалгеору
но единственным едрязом Продолжастся на балгебру
Пррогиденную эте ĸлоссомтена борелевсную
б.алгебру



Коĸ мы можем зная гунĸцинд госпределение Fх

задать РняПолинтервалат

PXLTA
,BD-FLb1-FLaL-

Me
(La,G1)

замечание Мера Лебега определястия на гав):

X
(га,

в1-в-а

Тефема пусть КСН неубыв Ф-ия
L

.

FLG
1 -0, есл Es-8

2.F (71-1 С
al

7-tD

3. FlZ
1 непр. слева

Гогда ЭС2, Б.
D)

и случ вел. Х:Г-1К для ĸот.
lFLZL=P LZ

)

вборея бамг

доĸ-во: возьмеме Я=К. Г=В. Роĸредел На РиЗ
Ч n

Пред тефемы PLTA,BH-=F1b)-FLa) иХа Панлурямых
соотв

в предыдущей теореме мы поĸазали, что если лы

фунĸцию апределим таĸем обрязом тоинв

эта фунĸция Мы-в является счетно-аддитивной u
ложет быть единственным абрязом Продолжена
На б-алгебру, порогиденную R,те но В

В ĸочестве Хаĸ-атогид. отобр

=
J PLX CZL - FLZ

)

н

PLC-8:Z1l

ЦтЕсш слун вел.Хдисĸр,те принимаст не

более ачетного гисло знам.
Ил аг...-значения pi-Plx-ail
Рары.- соотв вер



Для апределенности алаги..

A

ра "
L i

pp е
ds dz аз

Q

i
фунĸция Распределения для дисĸретной глучайной
величины имит ступенчатый вид

любая фунĸеия роспределения имит не более счетного

ĸолво рязрывов

L пояснениелюбея фунĸцзия распределения монотонна ОНА зажата
мегиду Оu1і Спольно унос могет быть рязрывов величины

по-ĸрайней мере ? не больше 2

ИТ.д: для любого иĸол-во розрывов, ĸоторые
не меньше д? не больше

Абсолютно непрерывные распределение

ОПр Говорят, что Случ велинХ имист абсолютно

непрерывное воспределение-ссли для FAEkk

Fxlal=
PLXcal-Sf

CZ1d7

а вообще говоря не аептефал
flL-плотность Римана ге интеграл Лебега

Боспределения слун вел.Х Но гент Лебега аент Риманд

в трив Случая совпадают



Onp:1
--

бунĸция НЭ евлестся плотностью веспреде
ления Случ велич.Х, если FAEk имест место

вот таĸос ровенство.

Fxlal=1'FLaId7

Неверно плотность-производнаяфунĸениопред
распределения

Св-ваплотности

L
. Filal-fla),

ecuee
fLa

)

nenp
. b m. a

2.1 Df/71d7= 1

3F17170 (почти всюду относительно меры дебега)

PLaEXab)-Flb1- Flal-IFCaId7 :3

A I
ĸдля борел мн-вав едля иентеграпияfCa

) PLXEBI
-PX( BI=FCZIdZ Римоно

ммĸ таĸ

ненезя. J Финтагр Пo борен.
Мн-ву

вероятность попадания от а дов для ссуг велич

это площадь под жривой плотности ноесть

дчостие от а дов



леĸция ПёД

Напомипание

СД. Б.Р)- вероятностное простронствано ĸотором апреда
лено случайная величина хте измеримое отобра
жение действующие из

ГвКК

XЯЭĸ22

слюбой случайной величиной связано понятие

фунĸцин Теспределения
CZL

-PLXCZ)

FX

Распределение нозывостья непрерывнымабсолютно если

FК жайдется фунĸция fLt) таĸая что

FXLZL= PLXCZ)= IFfCEIdt

интеграя лебего

Через плотность мы тоĸче можем нописать зночение
вероятностиРXСв)-роспределение асуг велич Хĸа

грямой
Pa

(B)-1 FCIIdE = 100% нe интеграл Риллена

Примеры:
--иД

Нормальное ини Раусиовеноероспределение
В этом слуга плотность ИМест

глед вид:

fItI:I
Ro expl-t-aI2)
N (a,б2)-нормальное роспределение спараметрамм

аибг

а-мот. ожид этоо пормальнго Роспределения
бГ- дисперсия этого пормального распределения



густь случ величХ имеет Порм распр.С пар.

a ибг:

X
-Nабу

Рассмотрим новую слугайную величину У=х-а

Возниĸает вопрос: ĸаĸии преобрязование ĸад СЛУ-
гайными величиналие мы можем Производить
тАК чтобы унес получашесь глучайная вели
чина? Ответим чуть нозже

есть ли плотностьу случайной величиныĸ

и паĸ оня выглядит? Хотим получисть
O %

атБарFYLZL= PIXCZJ=P IXLA+DZ)-% EIat-
Менейное Преобрязование

= Iof
IFie

-t

Д сстандартное Пармальнае
ФСН-плотность NCQe

) госпрделение

поĸазательное или жспоненциальное жеспределение

Х алист ĸозательное гели жспоненциальнопо

роспределение Спараметром есгли плотность

l
Xe

-xt,t
2Q здесь еложно написать2, т.ĸ. мы

flt)= менем злачение плотности в

О, иначе е-й точĸе, гентеграл ĸоторый

здесьСтоит это ин-

FXCZL= PLXCG)=IfIEIAt теграл Лебега, если

изменить подыитегрань

нуюо фунĸцию вы-й точĸи или На Мн-ве

Меры О, гентеграл не изменится

Понозательное воспределение встречаятся втаних

моделях



густь У нОС есть немая Система обслуживание
ина этЦ Систелец поступают гетме вызовы. а

Например звонĸи ĸоторые мы гринимаем но свой
l

Телефон это одня из возможных моделей обсле-
живания.

Допустим, мы рассматриваемнеĸий громенутон
времени ОТ одоТи отслеживаем число вызовов,
dd ĸоторые гоступили в тече-

mn l НиС этого променутия
O

Ttz t
е.... ttn

T Число возовов хорошо моде-
мерцется Незассоновеĸим Боспределением

ПЦ tе-поступление Л-г0 вызова, tг- второгоСтв

И Т.д.
Nrpois

А грометутĸи менду вызовамие тоше Случайные l

таМ дже будут непрерывные алучайные величины

Длины променутĸов и описываются поĸозатель
ным теспределением

Цтв: св-во поĸазательного роспределение

Предпологя, что мы взямы апроизвольныхзаачение
t

,

h
0

Тода оĸазывастся, что вероятность того, что Х семеющи
l

поĸозательное распределениеспараметромя больше.

reml tth Прu услювИ, чтоХ больше б ровня вероет-
пости, что больше г.

PLXTETLIXE)- PCXIRI

r
Пример НО ЭТУ формулу-

q
ия

Предпологели-чтоХ-дмительность телефонного разиевора.
PCXIETL/X3t) -ы хотим понеть будет ли резговор



длится еще ПО ĸрайней мерс еще Пмоментов времение
если он дже длилья по Крайней мерс моментов

времени
В соответствин с этим равенством это величино от

t
не зависит, те. в ĸождый момент длтельность

предстояещего розговоро таĸая ĸан будто мы тольĸо

Начали говорить

Доĸ-вои если это выполнено, то второс
I выполнено автомат

PCXSETLIXIH:-XEHIXII-PLXIEILPCXSES
-

IINECAI
I

PLX
3t) EFL

714Zя to
формеля PCBIA

):

PLA
В

РСА
L

fCt1: l
Xext

,

t30

О, ипоче

интарал ОТ эĸспон Фунĸлл Тривиален у=

e
E+H=

E'Xh:

PCXOLI
ext

Это сов-во лви.-харантеризационнымте-ссли роспре
деление обладаст таним Св-вом и оно нес евлятся

вырожденным- то это обезательно будет поĸозательным
Роспределениемс ĸаĸим-то понезателем

Х-случ велич.
пустьg :1R-S1R
ДСХ еви. Случ велич? Не всегда

ЦТв ЕСЛ д-борелевсĸая фуннция то
д/-случайная величина

Прообраз девлятся
r

ОБр? дназыв борелевсĸой если дНВХС Виодилассом
d

борелевсĸая
б-алгебро



доĸ-во:
г

измеримость X: FBEB EU
: XLLOSEBB- XYBJEF
I

2
W: GLX CODEBY-EW:XLW)EG -Y(BIJ-

X'(G-YBHEF

борелевсĸое лен-во
Цтв любая жепрерывная фунĸцзия Напрямой-

еевлястс борелевсĸой

доĸ-во: Дост доĸ-то, что для FAEIRg7(L-8,9)EBг

Спроведливо следующи утвершдение
2

Егл отоброжение д непрерывĸо, то прообразолчтв
-

Отĸрытого ми-ва авлестса Отĸрытое мн-во

Доĸ-вои Фунĸция данепр в т.хо:
FE 7б: ECuLX-XOKO:MOIGCX-GCXOIKE

Полурямал-отĸрытое мен-во.
r

Берем дехо), ОПо должно лежать га Полуĸрямон
(-

a,

al
,

Т
K.

(-,91 -отĸрытое мен-во, а дехо)
точĸа ИО этом Отĸрытом лен-вел то найдется
е-оĸресность где выполнено содной Стороны

гдел-дехоже с другой Стороны ПрА достеточноl

молых Бвсе онежутся в б-оĸрестности Хо

Отĸрытое лен-во-мн-во, ĸоторое годериит точĸи

вместе сненоторыми Оĸрестностями воĸруг этих

точеĸ

Пример Рассмотрим СмД верхетностное Просттянст-
цие

во:R
-1493,

F
-40.2,

C
0.

"1,23:1 55, Р-X= мерa

X(w0s=)I, ecrn wEL05)ег wELL
.

13

Лебега



Хне лвл слУч величнной т.ĸ.
2

W: XEWKOY:LE,134F

С другой СтороныX(LOJE=L-случайная величина

замечани Сам Х-случ величина д-непро
дех-си.-в.ТО

Клесли Уда тОП
H-плотностьстС

PIgCX12Z)= IhCtIdt
грабовать

А если днос аслучайные величины, то

если мы ИХ слогнм мы голучии Алу-

чайную величину?

Опр: пусть унос есть К-мерное евĸлидовае-

пространства ĸоторас наделено борелевсной
.2

б-алгеброй CIRK
,

B К)

Тĸлюсс подмножеств ККК ĸоторый
гевместся гаимельной б-алгеброй

Содержащий все отĸрытые лен-ва
в КК

Веĸтор X
-(x..... .

ha)

:R-91K

Отображение Хназывастся измеримым если
X

-TIBY

CF 1
H1

Цтв харентеризационное необт-идост
n
Аля выполнение1

e1

2J FAs
,.AKEIR:

200:
X,

(
coKas.: XKLOKAKJEF

СледствисСаШм Хё.... Лĸ-случ. Вел. то

вентор (
Xs....

X
)

ЯвЛ. слуг веĸтором
Сл вел.
m

Dor
-bo:

un
EwitsCol

cAs
.. ichol -ar 3: A, Lw: Xilwol
ais

F

ТГ Балгебра
залиĸнута Оты ĸонечтперео



Верно и обратнос.
Еаш (

Xs.. tk )-слег вентор, то любая ĸомпонетно

этого Случайного веĸторо евлястся глучайной
величиной

Доĸ-во: 200-
X,

(
wol a

.,-

XLKAK JEF
гИ

Рэто мы знаем
Хотим доĸ-ть, что Хг-случ велич, те.
Lw: X

.Lwo)

2 aYEF

возьмем все
другие ай ничесная соли доĸровны

ЛСИ 1а

A
2w: XilwsaaiF= первый эпемент пересечение

i=1

нетривиальный все остальные 2

Опр? ПустьдКRĸ-КТднязывастся борелевсĸойесли

д-чсВК

CalX
=CX.....З случайный веĸтор,SIRF

-RE- 1
RM борелевсĸая фунĸция, тоg шL-RA1ĸm-

Случайный веĸтор

Пример:
-

-и

пустьXa42:R2 -91-с велиг, то XS
+Xr-Сл

велич?

I

(
Xe,X а)-случ веĸтор по следствию 1

(ледствие.Еa. X
.s...

---н=)Хеtх2-Случ величина-ĸаĸ Хе-слезт вел-то

вентор Схаоя Хар ави. слуг веĸтором

непр отоброжение (хузех+Ц

Начиная с этого моменто для соĸроицения будель
писать вместь ĸ-мерных венторов, а-мерные



Опр? Пусть Х=Хs. Х?) Слун вентор Ф-ия веспределе
Неся Хопределется форлулыйглуч веĸтора

FXLKs
,

T.1=PLX, CFe
,

X
2C

KL
)

Содной Стороны этО фунĸция роспределение глучай
ного веĸтороа с другой Стороны это говлестная

фунĸезия воспределения Случ велнчин ХаХа

Опр: Фунĸция Flts
,

ĸ2) незывесятся плотностью
Случайного веĸторг X-(Xs. ti), ecel gue FEs ELELR

Faltsital-It
!.

TF
(7s.

Fu
)

dzdZ
2 н

e итегралы Римана

а интегралы лебега по

Мере лебего на плосĸости

Вопрос Если мы знаем фуницию РО
-- Спределения
венторо или плотность венторо, в этом Слу-
ЧеС плотность д

ĸ-ой ĸомпоненты существу
ет? ЕСя да, то ĸаĸ ее найти?

Существует- Сустремлле ЕГК Т)

Fax 17
s,7.)

limz
2na

-PCXaCZS=
IFY1

f17s,

Eoldzald2.

f
хs

-плотность(К.)

Случ велич. Хэ



леĸция Пло

X
=(Хs.....

ЛК)

- Случ веĸтор

ĸвКеВĸ
мборелевсĸая б-алегебра

Опр?
L

в К-мерпом евĸлидовам простронстве
a

борелевенае лен-во

вяспределение Случайного веĸтора Х это есть

вероетностная мера
L PXLBKJ-

PIXEBK)

гриз вероятностного пространства

Опрі Ха,хлоСлуч величины ĸазываются независи-

мыли или независимымие в совоĸурности,-ссм
-Fis

..ĸ Случ величины Хо
s.

Хіĸ независаемы.

Опр. Случайные величины ХэЛĸ называются неза
всСимыми если борелевенихВs.Вĸ:

PLX
=EB..:..

YKEB
ĸ)=N.

PLXIEBi
)

УД. Х.... Хĸ независимы 2s Fa,.. .AR EIR
Plxesa

..... Akaac
)

=17
i

,

PLxicai
)

P 4
фунĸция жеспределения фуннене воспределение

глучайного венторго
или

Отдельных Случайный

совместная фунеция Теспределение
величин

Случайтныйх величин ха,аХĸ

Falan
.",

Ac
)

= 17" Fa lail

Цтв Пусть Flk..Еĸ) есть плотность Случ венторо
(х... Хĸ1. Тогда для независимость Xa.. Xĸ 2).

fCas
. Zk)
= N

7

filki
)

гплотность гой омпоненты венторг
Вытеĸает из предыдущего утв. ТК.



Fxla
..".

aa
)

=1" F
х(a)

одинарные иентегфралы

ĸ-мерный интеграл
ДЛя того чтобы иентегралы АРи любых габорох
а

s.

аĸ совпадали необх.И дост, чтобы

подынтегральные дуницин совпадали

Пример пусть днас на плосĸости есть неĸал абласть
-

ио

В.У ĸоторой существует ĸонечная площадь, На

языĸе меры Лебего это означаст, что облесть ĸото-

рую мы россматриваем это лебеговсное мн-во,

те га ĸотором Мерс алебео апределена имера

Лебега Мн-ва В иопечна

Мера Лебега НО промой-мера ĸоторая негидолуз
Ползинтервалу стовит в соответствие его длинд

Меро Лебена на глосности-мера ĸоторая Станд

Промаральнину ставит в соответствие его

площадь
r
бен-во в на плосĸости

L

ВС12

X
(B1

L0

Рмера Лебела поĸечня

Случайный вентор (
xе,

X
а)

Имест жевĸомерпое
Боспределениена всесли ĸа-ми-во но ĸотором

Меро Лебега апределена

PIXEA
)

:

XLANB
)

KIB
)

Равномерное воспределение не атрезĸе га вз-это распре-

деление У ĸоторого плотность доа
это о, на

Отрезĸе оТ а до в это ĸонстанта равная

длине в-аи дальше опятьо



1
ва-н.

.-
ĸиь

ав

Формулясвертĸа

Пусть глучайные величины ХлХс независимы.
Хотха-смсуч велечинаĸ=

Предиологиим что ХиХг имеют абсолютно непрерыв
нос роспределение гроспределение ц ĸоторого суецест

вдет плотность
Ха,Ха слвелич С плотностями fiL

7),

i
=1,

2

УСл велич ч есть ЛИ глотность иноĸ ОНа

выражастся через fa u f
2?

Попыстаемся Найти плотность глучайной вели-
чины У.

если удастся получитьпредставление
L

PLycaL-I'FL21 АК в виде гнтегралто

верунецие роспределениеНА-плотность
СЛуч велич

PLYCa
)-PLX.TX2Ca)

Для апределенности ао

Обозĸачиеме эту зону ва?
-

хлtхаcа"/ r PLX1+XC al=
P/CX1, X

.I

EBa
)

V Но вентор (х1х21-вентор сl независимыми омпонептамиlil d ТХЛI
111i

=. плотность СЛУум веĸтора
(

X1,

Xаз-это Произведение
плотностой гомпонент



P
/Cx1,

XaL EBa
) :BeF1(ki). fa(ZzIdzid7.2 интегролЛебега

потность
СЛ веĸтора (Ха, Ха) Стестться

но ее fe
,tz-хopowue",

то это интеграя РиманоЛи

Betilzil-fa(zeldzidz =I
'"

I"7Fi(zult.(7ildZ2dz.I"I'f (7i)fel
7-Fildad?H

=

u.
com u.двойного замена ПеременныйК повторполеу E= K

2+71

Поменали

Ar= da
г

t
городоĸ
гистегрироват

=I
"

FlaIdZ а-чesа Ния

f121=IFi (Zi)F
2

(
Z-Zildz. = плотность Случ

величиныĸ

Формулия свертĸия

Пример Псть Хэ,Хг-не зависимы иЦ
lli ' NLai

5?)

Рассматриваем сумлее Хетха. Коное роспредела
Пее у этой суммы?

Применил формугу свертый-почитать Самостоет)

Xet X
2nN

(a,t

az, 8+8?)

Последовательноста Случайных величин
и тены Сходелости

неВ одĸомУтв пусть Ха,Хъ...луч величины Сопределенывероятностĸом пр-вез
-'

Гогда infxi, seepti, limxi
,

timti-слyч велычины
доĸ-во: мы говорими, чтО атоброжение измерилоwn

I
3 goe ta Прообраз Панурямой С-Ф а) евлестся

Событием,т.е- принадлетит борелевсĸой б-алгебре

Надо понять ЧТО это лен-во ЕГ есть число, ĸоторос 10д% са

lwER: inf xilwolca
3=LweR:

V
(xitwl2

913-

=
U,

LweR
:Хilw1agEГГ б-алгебра залеĸнута Оты объедин
L

гсобытие,
т.е эемаст F



sup выражаем через int: seepxi--infl-xil

вiтХi выратаем через sup u inf: timx.=
inf sup Xi

inf XkЛ
imж

выражаем через sup a inf
: tim-sup

kinn

Слёдствие мн-во ZWER: F LimXILL13EF

Доĸ-во: Зюе
R

: Эlim X
:(1014

-?еR: timx
; -=

timX:

-У=
un

Прообраз бор-мн-ва
С боршевиае мн-воr

= WeR
: timxi

-im-O3

EF

Lic

это случоитные величины,
иех

разность тоже СЛуч величино

Опр? Предпологаем что все элементы последователь
ности заданы

жа одном и том же вероятность
Хом пространстве СВ.Б.Р)

последовательность смуч величин Хэл Хэ.... одития
ĸ случайной величине Х-почти всюду еал
Pl

: LimX:CO)FXLW
11-O

Опр? последовательность Случ величин Xs
,ха...

гходитья ĸ случайной величине Хню вероятности
eCuu FESO PLLXN

-XIE)80

замечание Ц аходимости ЗБИдля один распр
почти всюду вытеĸост Сходн- слУг велих

мость ПО вероетности
бо насоборот нет

FE30

Pllxa.... .YEXe13E)80mo

Пример ЦЗ аходимость по вероятности не следцет

аходимость почти всюду

&=20,13,.5-
B

P=X



n r n n r

Хе Хг Хз Хи
ХБ

7 7 7 - 7 7

O l 7
O I's 70 д 6 7

Ой i 7o4д!
3

юоиниие

.i

атрезоĸ длины Бдвигаем атрезоĸ длины1 двигаем
слева асеправо слёва направо

Уэтой последовательность есть сходимость по вероят
ности ĸД, т.ĸ. сночали хе отличастся От ĸуля но

всем атрезĸа затем Ха Отличастся От Нуля не

Отрезĸе длины д, то естьс вероятностью5.

затем отличие От Неля КО участĸа длёны Ф

затем 8 и т.д.

Но поточечно эта последовательность не сподится, Г.К.

вĸагидой точĸе атрезия СФФ обязательнов ĸоĸой-то

ломент Пробежистто горизонтальне уровне.

Харонтеризационноссвво Сходимости почтивсоду.
Xn-9X

последовательноств Хи сходится ĸх почти всюду
IJ FKEN LMPISUPNM

-X12KL=O

11)
ТЭ

n

замечание ИЗ 41
гразу вытенеет, что слодн-l мость почти всюду влечет за собой сходимость по

вероятности

Cдоĸ-во: св-во)
г

IO
Перепнием сe1
f

limPIUmanlxm-X1E)0011ohe to

Вн

Кон связаны Вын Вые? Внзвихе



Вн образуют монотонную последовательностьа
значит по св.-Ву Непрерывности вер-ти по монот

последовательностам .

OP
17MnXM-XI S

(а)

A
н

Q:
J PIUAR)EEPIARO (31

Ill
в селез агетной ĸолзаддитивностьвероятность

7k: tn
:

Iman: Ixmlw
)-

Х
Cw)

TE+ мн-
bo, rge

нет аходимости
= Получини что Предел не существует с вероет
ностью ОЭЭ существует с вероятностью 1

Есм ИМест место сходимость почти всюду,
тО выполнено з: РСФАĸĸо =з вероятность

K
=l

Конддого Аĸ равня 0, a этo (2)



леĸция Пн

Определение мот Огиид в общем случая

Пусть (Д, Б,Р)-вероятностное простренство и на

Нем Определена случайная велчинаY:R.-1R2, т e.

фунĸция апределенная НоП СО знаеннями 1R, нот.

севлястся измеримой

Если роспределение случайной величины выглядело
таĸим абрязом У. Ас аг... ан значения

prРr... Вu
ГС вероятностями

EY
=EGP.

=
EarPL=EarPLAi)Y =Ea-Ha

AiA;-ф
Аi ЦА Fд

ЕСли возьмем Произвольное значение щеR тогда Т.К.

не Аі Цнас таĸие условия: A:A;=
Q,

то

ША
FД

значит со поподаст в ĸаĸое-то Аі и ровно водно
ина этом го соотв слуг велигУ принимаст

значение аіст.ĸ. андинятор на Ай будет ровняться 1,
аостальные иендиĸаторы Д

любая фунĸция вможет быть представлена в
buge: F=-f+-t. 2ge max1

QfI,

f
-max1Q-fI

Хо tо

ĸ-фуĸация э для ĸимест место тоное представие
нue: 4=4+-4 Y+= mex (

O,

Y
)

=3

4+, Y
-

гизмериные гфунĸци гепрерывная
=ЗYт4-тоже алузчайные величины

ЕУ-= Т EYТ- ВХ-
из Св-во генейтность

Спри условии, что гат Миид Сусц)
ĸонечны

Надо спределить ЕК ĸогда УЗО



Рассмотрим послед Случ велич ЕУнУ

Яэ ĸ.Д-неĸ+п.дТг
оуĸориз

СЗ

r

CK -2w:K-EYLw) CI JEF Orp
мот онидания не зависей
ОТ того ĸаĸ мы поделили

ETN?
д oORP
E

"

КД-
P(CK)

+
h-D(YN)

облясть Y

по постр есть поточечная Сход ĸУ

YnLo
)

PY LL
0)

FwER

послед Уг неубыв

=
S IE Yn неубыв.

Полагая EEY-CimETn,ес предел ĸонечен

EY=I YCUO
)

PIAW
)

= KX PUCXI

Рх-распределение слуг велич Ч.ФУнация иоторая
заданоĸа измеримом Простроистве Прямая и

борелевсная б-алгеборе ИК.ВЗ

ЕY-1хб=y(D) F-фунĸция распределение
Случ величины

2 честых Случаяa

Если случайная величина дисĸретĸо нопринимаст
асетное гиспо значений, то ряд стал бесĸонечным

И суммо реда есть мот ожидание если вед
сходиться абсолютно

d
EY

=E

арі вытеĸает
иез агределение
IEY

=IEY+-IEY

Если Случайная величини абсолютно гепрерывнате



если унее существуст плотность

Предположим, что слуг величена
Гимит абсолютно

непрерывное тоспределениете

7f17): ta PLYca)=SfLaId
7

аонечен

Донажем, что еaм ITEIFLZIdZt
,

то в этом сучая
r
можем счестать ЧтО

это интеграл Римана

(EY=
S7f(zIdZ

Г.К. У нос мат Ожид евляется линейной фуниций
И вырожаятся через мот Ожнд.

4+ и ĸ, то

достеточно доĸ-то Этд фориезму для Сленая ĸогда
гнеотриц

Рассмотрим УЗО:

=3 fly
)

но отриц Чости прямой ровня ОЭ
Остаятся интарирование тольĸо по полможительной

гости прямой просто поставили вместь п. Т.ĸ. ничего

E O

не женлат

О.O Iдей ĸ-додеĸтУ
n=

оз '(4/
w

Jzny

CK =1U:K-XEYCIO)CJEF
orp-мет онледания не завнсей
ОТ того ĸаĸ мы моделиĸи
облость У

EYN=GNOORP"-K-X-PLCK)+ PLYMO

=
E.KI-F7(7)dG
:''7.- FLIdZ-IEYN=I -FL7IdZ+E

I
.E-KIIF171dz0

70

O
m

+Д Я F

Iz-fla1dz+I
7-flasd2.



I 7'H
71dz+E."I"z-1 If 1aId7,''AAId7+GIta1dzhe 0

O I
'i

T.K.

I'FLE1d7=L
E =1FLEId7=B'F171dZ
сĸонесен го

I 171FLAIdz tD по уеловию, aLE-FL71d2-хвocт
П

Сходящеься гентеграл 1E.FCAIdZs0
Пато

lim
ns

IEYn :?'%7.-FLaId7

Рассмотрим случайĸогда СЛуч велич геотриц

Хотим
этЦ фунсциню

проииитегрироватьс
одной Стороны поN

Х

Риманц
l

J вусхз9х
в

Мы
демем обместь интери-

рованил гавз Ко маленьние атрезочĸи берем
но маленьних атрезĸат берем сночаме Стопбиĸ

высота ĸоторого соответствует Минемальĸолу
зночению фунщцин не этом отрезне собирасм
иХ площади и получастся ĸижная Сумма
аĸогда гобираем Столбиĸи сменсимильным

заачением не атрезие, то получаятся верхняе
Суммо Есм лы уменышаем длины этих

Отрезнов а у нес обе суммы сходятся ĸ

однолеиуз И толеу же, то это н есть гентеграп



С другой Стороны в этом случас мы делим область

d

CK-Lw:K-X EYCwI4YEF
изменения фунĸции

X Берем ось Уи демлем ее

mv
-t

на отрезĸи длины
-..

mm

-иĸяалореĸейолбтмомоиа

гтймоть

гййтойть

гмомтотгмтттоии Ка,вз гола(ах)-иентегрироват
ние идет помере

Лебего но мы намним

T
что мёра Лебега атрезĸи

ав
Х

это длино этого отрезĸа.
И очень често в иентегралет лебега жилется

вместь жах) просто Ах

Если мы начеснаем уменыать длины этих атрез
ĸОв в области измененция самой фунĸцин И если

врезультате получастся что-то ĸонечное. то

это н будет антеграл лебена

Интегрирование по Риманд и по лебецу это

одно и то же, есяи фунĸция,хорошая"в
тОМ Смысле, что у нее существует интеграя
Римано

Цтв: Есм У фунĸцим гуществует антеграл-

Риманĸ, то можно поназать, что интеграл
Лебега существует и онировныРод обратное
Неверно

Пример-Фунĸция Дирихла
1, ХеQ эта фунĸция но Риманд
fX

1-%0,

44Q

алĸаĸ же интефируема
Г.К. несженяя гуммо вседа
Фа верхиля Сумма всегда1



А вот лебеня но отрезĸе 22БЗгинтеграл будет
ровен О, т.ĸ мн-во точеĸ гррациональных
но 2-Б имеет Меру Лебега з, а мёто Лебега

роциональных точеĸ о

Пример Рассмотрим случайнузю величинез-ĸоторая
амеет стандартное гормольное роспределение

XnN1011=7 плотность 417):- Faт E?

IE =52EId
141 =0, т.ĸ. подынтегральная фунеция

1Д
жечетная амметричная относительно О.

а интегрирование по всей Прямой

Св.- вамат ожиданил-спродолжение
Если д-измершмая фунĸция и ЕEДСУ существ.
mO IEGLY1=IIgL7I FLZ) d7 г2)
Мы знаем, что если фунĸция д-измерилиа, то

g СК1-случ величина для случайный величин мат.
ожидание считастая По Форледм IEY=S

2FLEIdF

если есть плотность, но мы здесьl l
не гицем плотность новой Случайной
величины ДС), а пользцелмся плотностью

исходной СЛУП величиныĸ АСЭ),но антег-

Бируем hе n
о

7, a nо glz)
доĸ-воти по Опр.

DXEIELX-IEXI? IECXY
-IEXP,

HO IEX
-O

TK
=

J DX
-LECXY

По форлезм (2):

2o

DX
-IELXY-1

724(AId7:
n

rc
тb

E* Fo+

4IT Fi
LH HOI

'GLzIdAE

OX
1=1



Bыв X-N/O,H1= IEX
-O,

DX
-L

E
сш

Y-NC D
2

Си
f

по роспределениют

yd 7-$X-N1Q1)
Y=ATOX5EY-a DY=O2

Св-ва матОжиданий
L

.

IECY
-CIEY

2. IECXTYL
=TEXTIEY

ECUEEX4
EY

ЗЕСШ X.т независ.,то KXYFIEXIIEY существуют
4. IEgLY-1G/Z)FLZ)AZ

Первые зСв-ва была доĸезаны в элементарной чости

Курса, ĸода мы вассматривали тольно дисĸретный глучай
а Т.К. общий случай Определелся через дисĸретный, то
Мы берем эти св.-ва Цз дисĸретной случаяи Предель-

пыМ греходом жолучаем Зперевых Св-ва

Неравенство ĸолмогорова.-

пусть Случ величины Хыо Лы независимы.E
Х=о

и ЭЕХо Кі A
m

-
az0:

P
/ matenHe....XKI3a)IEEXI 13)Тода

СГ

бн

Марĸова
ИЗ неровенствозам можелнебышева записать

-'

1
O

,0

'

2
LEXM-E

IEXNT
.K. независ.l Pllxe.."Xal-a) : IElXet.EXATLEX'-TEXA'EIKEXIYETLKEX

,Хt..

F

аГ



I

IEX
.?+

IEX,?.EIENАГ

l Сравним лёвые Чости неровенств
P/lxet...+Xals al

pllxe
....tubsalPlmaxKenlit....xbba).

plmaxKen Ixet....XkD3a)
A

Доĸ-воим
ĸ-тот индеĸс, ĸа ĸотором мы

выервые высĸочесĸи за гроницу а

Определим Ar-2w:Max(Sel :a,1S193
1вЕ

k-1

=3 AiAJ =
Q,

V:Aĸ=A

-ELXE
-IESL-IE(SN-SKT

SKP?IE(Sn-Si+ SiP. I
1

я

l
из замечение

бы= Хет.... :
E

IEISu-Sic+SKP'Ha
.3Sa-Sapta

(sn-Salsutsi

In

выбросим

EESK ?-HAK+2E'IEISN-SKEESK-HAK+2E:'EISN-SKVIESIHAEIA
ĸ

8

суммо Хоотĸе1 дон
Оны независят от первосхĸаС

независемыК
HO EECS-SKI=O =32EIEISN-SKHESI-HAE-O

K=1

заменяем s
ё

ня аг
N

n 8 A-'

7 ET - A
'PLA)

EIES.-HAK" EEG OtasE alHa
K=1ĸ=ш

Аĸ Определены таk, чт
o Sk2a wowx

: EEXEA'PLA) Ia2

EXEEA3 PLA)



леĸция ПД

.Напоминани

нергевенствоКоммогорова.
С

aш Ys
...Tn -независ. EVI=0, F

азо

Plmaxl
4...

EIE:DS
В

kEn

sk

ЛеммяБореле-ĸантелли

пусть газ-совоĸунность алучайный событыйОбозна.
гения l At

-timA
-e

Y А1Обознячиме
хходится

1. Eal EPLA
;)

28, MO PLAT-O

Сельзя опустить
m

2. Earl EPLAiI=+0 4 LAiз-независ, то PLATI=1

зашей Почему нельзя опустить условие независимостье
густь A: OCPLAKS Возьшем Ai=A Fi

ПрА условния события Ай зависимы Имит место
жосходимость но РLАУ/ 41, т.ĸ. верхний Предел в данномl слуга этО гамо событие А

Доĸ-во.:
mon

L
. At- timAo: I

he
nB

последовательность Ви монотонная, т.К. ВаЭ выеч

=З Вы-мопотонно невозростающая

Тел Вы=Літ Вn

По Св.-ву гепрерывности вероятность: PLA+-вim P(Ви)



По Св.-ву аддитивностиолувероятности
Дхвостреда

PLAT
:LIMPEBNIE EAPLAR) 10

Из аходимости реда

непр. вероетневво

2 PLAY= Lim PLBn)= lim(-PLRnti))=1-im LPCRAI)-
Противопопожноеть
событие

АĸВы=

КЗл

Есм Аĸ незав., то Ай тоши незав. =П могно превратить вП

= L
-lim

limK=NPLAYS-L-LMMLL-PLA LКЗ.

Пĸ

sЦз мат анализа Мы знаем, что еслиEлĸ=то Иаĸсe
H

МО17H1-a41=0
1ЗП

жаленный заĸон большех чисеяСУЗБИСĸолмогров)

пусть Хэл Хн независимые СЛуч величины и

E
.:

DX
ĸ

ĸо
са

hl
сходится

Тогда Yat..EXe..sO n.b.
h

Что изменилось?
L

. B 35414) DXIEC UI

Ec
шl DXiIC

,

тo EDXKТICD автоматичесĸи.т.ĸ.

ДХК ЕСссеĸйдаОмсходець. =Э ослабини условия но дисперсия

2. В ЗБИ 14З было сходимость по вероятности, что Слабес

аходимость почти всюду

доĸ-во: Положи YE=X
і-EEXi,

30ястeл чт
O

IEY
=O

mn

ДУ ДХ; (едвиг Слуг велиг не меняет ее дисперсию)



=)EK
=T

DYK
42
CD

т.е. надо доĸ-то, чтоYет....о п.в.

Положим Sы= Y
лх...Бr

ПО харантериз Св.-ву еходим почти всюду (пв.12
для S

К

Зо
пв необх.и

дост доĸазать,
что

FEso limP(supI
843E)

K3N
=

OL1

Введем мы-ва:

A=ImaxK:2'1EKEaI'JEY
Для доĸ-во СЛ дост. доĸ-ть что

limP/supAr
)

КЗ n

В
n

Ви-монот послед. = Ст могно вносесть Под знаĸ
вероятности ноĸ пересечение

ПО лемме Борело-ĸантелли дост доĸазать чтоN

WPCAN
1C

могорирцсм эм-ЕК
r 2П

PLAnl EP
(max

ISal3
E-2n-y)

fn
0

rep. Kasorpola
G

?g2me+

IE
3z4n-E , OE

,

rge
ĸ21-х E2K

DУК-DХК

EPLAn
)EEIE2-221m

$=BE
я

Все глагасмые неотриц-монем поменять Местамн

семмированиее



EPLAU 1-4
EЕБ.

Е
позмяд гом

прог.:18E-
по уеловио

r

Этот ряд сход
гметод Монте-ĸарĸо)L

Пример Допустим надо посчетать интеграм

fxidx
-непр.и принимаст значения ото до1

геометричесĸий смыся антеграл это
"**,

в
площадь области под ĸривой ТСx)

lll I 'fCxIdX -X/BE) -плщадь B+ilf-.! l
Стролм гослед независимых Слг величин

Xs
,

Ys Х2.o... равном. Роспр на СФвЗ

Определим

Gi=)t,ecur Alxibs
Yi

О, иноче

PLZI=SL:PLF/XIBY:)=
PCX;,

YIIEBE)= neauago BE
=8'fcxIdx

Хі, Кі незав.с равн-роспредна ГавЗ
=3 (

Xi,

Т
il

равн. расар внутри ĸводритадэ
ТĸEZi=I'fIxIdx, DZIEL

:

EDC8
ll K=1 Кг

PIZI
=1).

1+
PLZI=0O

Ет.ĸ. всего азнаг онт
Cl

PLYI
=1)

Э ПО УЗБЧ:

Get.-EGI.'O
n

(EZ.FEZ....=-IEZN =) IIX.
Fo-IEZI

r

Ал...7. .-2о
iflxlda7....7-Iftxids
-

П.Н.

r

m



L

Проблемы Оĸаĸ мы Стролм послед независимых слуг. J-

вопросы величин?

ДАС ĸомой сĸоростью ЧеМест месть это

сходимость? еетобы получить точность ИН-

тегроло до ДОЛ, сĸольĸо гушно взять жамизаций
Но это проожемы не нашшего гурсо

Опр: Полед СлУч величин ЗXлу сходится ĸслуг вели-
чине Хв греднем порядĸа ЛО если

EINXN
-X14

0
замечение ЦЗ еходемостг..

Почтое всюоду вытеляст гходн
ность верстности

Сходимость П.Нбо жооборотнеттаĸой
ж ĸаĸ тутТ

Контриример
t

та один ce sor

t

L ц же гример

Сходимостьв греднем
C X

Сходимость повер-ти
По нер-ву Марĸова КеЗо

PSX
и-XEK KEL

и-хjЕсли есть щ.В греджем, то IELXw-х/-0=)
IEIXN-XI

EX
30 53 PUXN

-XIJE)

-0

есть сход. по вер-ти

Пример! Пусть 2=1о.1)
Г=В-борея
Р=Х-меро Лебега

.

Хи
n XrДо почтие всюду =) по вероятности

Но не сход
в
ередн"!::: Вĸачестве пред величины Унас может быть

тольĸо ХО

o
7

ELXN-XIFIEXN- RL
+L

E3k One

стрелится



Производяциефунĸций

Примерс задама об исчезновение фамилий
Предпологчм что У Нос есть неггропрапропрапрадеий
Ц ĸоторого есть ĸаĸая-то фамилия допустим
Ивапов и допустим чтО это фамипия передастая
тольĸо по сыновьем зночит у этого грпрапропрапрадеда
Снаĸой-то вероятностью гоявлются сыновье, по

могут и не поевиться

ропрапропрапрадец
8

лыо -его сосновья
O

66 бе сх сосновье

Но может все печально запончитья в том смысле.
l

чтО сыновей в наĸом-то поĸолении вообще нет

5фомилия выродилесь

Нам понадобется производяцие фунĸцзин-это
инструмент для работыс целочисленными Случ
величинами

Фиĸсируем, что мы работаем сейчас с целочисленными

неотрицательными случайнеми величинами

Опр. пусть Слум вел Хэои целон Производящей-

фунĸцияй СЛУч велХнязыв фуннезия апредемлясмая---
ĸоĸим

следующий формуай

4(
S1-ESX, rye S-KOMMe ISLE1

S
4148

FXХ0 ицело? Произв фунацзия существует



Св.-ва проиводящихфунщий

4(S1=IEST - POT DIS+P2S7

Ота. набор значений
Х
pо Фер... Их вероятности

Если мы знаем 4(5), мы можем найти значение рі?

Рo=410)

Pe= 4'0)

рĸэ
чеĸ01Ко Кевязь просзв Фуннци и вероятности РК

Следствие Производящая фунĸция однозночно определяст
l

распределение случайной величины

Пример пусть Хиветр)

xe
р p

O 9-1-9

415-g+ps

апораспределению
Y2 Binom Cu

,P),

Y
=-Xet..+XR Яx3 -незав. -Ве

l)

K

Y,(S1=IESE= M7'IESTU=GEPS IN
nL
Y=Xe...

."Xn

=3 5 tet-tX St
.St2

..S4n

:
D IEgxt.--Xa : 1SX, ISXz. ...1ESX,
n

СлУг велиг независ.
45-4 XS

-4)

Пример-yсть ENPOISIN) =3 IESE=E IISENKKe
-DE

=
e

Fexs

ёX
*с-ех



леĸция ПВ

Напоминание
a

пусть ХРО целочисленная Случ велич.Производящая
фунĸция этой Случ величены

CLZL- IEZX
,

IZLE
1

X
-poisl)

=3 4171-EXPSX(Z-173
Ев обратную Сторону тоже действует

св.во произв фунĸцин

ti
-Poisldil

Exex (7l=4xul71-Lex.(7)=exphlxettak7-113 8i
=1.2 Хі-незав. YEZXE

+X?(EZX. IX
2= 1Е7X, (EZX

ИКнезав.
:

D Yet Yan Pais(lexta)

Если СЛуч величХ целоч, то семот ожидание

EX-OPOT1PI+ 2P2+.. -4949)

4LZ)=PO TPIE+P2K?+.

Пример задача о гисмеживотный
есть неĸая Территорияна этой Территфия живут
салĸи с детенышами этих самоĸ но этой

Мерриториш N сестуĸ

N-случайноя величина
хі-ĸоличество детенышей Ц їй самĸи

Хо-слугоные величины Причем ОНИ независимы
и одиналово васпределены

NiXs
.

Х....- незав слуг велиг
9
ОНИ все жеотр. и целочисленны

F
ЗУ всех есть Производяция фунĸцийи

дл
oe

N
: QaL

7), для хі! Ф121одинаĸоваяТ.К.она

одинаĸово Распределены



Сĸольно детеньшей НО Территория?

Обиее число детеньшй XetX2...-XN=SN

ДопуСтИМ Нос интересдет Производяцая фунĸция
этой случайной величины: 4SN(y1-2

USNCZL= IEZSN
Если бы N

не

была Слуг величиной т
O IEESN-4

NLZ)

Я
по св-ву мульти
ИлиĸативностьEEZSN.L=FEZSN (IIN

-G

IINEa
..)

4xe+x:(%1-4x.(G).4x:(Z)

I
Sw

. ISN
=K3=YSK

.

HINIK1 be
.I muber,

no NiXec ta-negal =2 754 u AswkS незавс.
EIEZSK IEHIN

-KS

= =31EX-Y= IEX
-IEY

ĸэн

гронзвфунĸцня Свероетность
событьсяN-ĸ

:
E44(Z)-PIN=K)

= UNL
4CZ))

k=.

еслигравнать ЯСэти представления
4LZ)=PO TDIE+ PZZ ?.

Bobog: SN=1 ...
IXN,1mO YSNCZL: UNL

4/zI)

(1)

Пример задача обочезновение Фамилиня продолжение
O

Лl
-число сыновей вз поĸолениебе

l l.
8 O

s
а-число

сыновей вопоĸолени
8

...

Х-число сыновей Сслучойная величино1
Спроизводящий фунĸций 4lz)

вырождение Фамилин в поĸоленим пили раныше
Е8=ОУ-событиевп-том поĸолениц нет сыновей
S

Ан

Каĸ связаны Ан и Ан
te?



А
n

C Ant Лес
nи

ниĸого нет в п-ом поĸолениц. то

П+Т точно ниного не будет)
=ЗАn-монотознная последовательность

А-событие описывающие вырождение фаминий

A-UAn: AmAn=3 из св-ва непр. вероятность

PLA-AimPEAn
)

g УП
не убывая сходятсяĸ

УП ГЦ

Ноша задаче понять челиз ровен уу?

вспомогательная задаче:Sп-? (сĸольĸо Ц нос потомĸов

вп-ом пополении вереднем)

Тесм лы знаем Производяицую фунĸци Sл, то чтобы

Найти мат ожидание возьмем производнурю вединище

EES
.

-
EX-M=4'(T)

еĸольĸо вФруднем поронедаст грапрапрородитель-те одночестица

Snee=Xet
.

Xzt
..."Xs

В
n-Ом

поĸолениц SN чостиц,ĸожда
ИЗ этесх гостец порогидаст поĸое-то хол-во сыновейC

L

45 (2)-4(4/
Z))

ĸол-во гостиц в Sn
+e

Обозначение.4a(7)-4sa(z)
=

D 4H4C(ZL: YH (4(Z))



Для п-2

4217)= 4(4(ZI)
Дляn

=3: W
.

43171-4,/4(7
L

(4
t4-414,1z

o42(G)
Индеĸс дшлел внутрь

По индужние

Un
+(Z)

=414
n(Z1)

(2) Unil(a): 4'(4
N(Z1)-4

HCZ)

2
ES. -42'191=-4491, 4'(441L)-4te)J=m2

Я44%1-1 EESI
=EEX-M=4'LL

=3 IESn
-mn

Рассмотрим Залучая

S
.

Eau MCI
,

mO EES. 70mpe h20

д вер-ть вырогидения уэ1

2 EC
Ш M

31,

MO EESN748 rpun
-8

д вер-ть вырогидения ц=? У=Оневерно?

3. Ea
Ш

M
=1,

MO EESN
=L

Д верть вырогидения у-1

Все ответы получены в нетривиальных гредпологисниях

po=P/X-=0)a1
вероятность тога что днас осыновей

r
эта задача-простейшая задача из Тефрии ветвещися
Процессов

Процесс ĸоторыймы Описали это ветвящийся Процесс
Гальтона- ватона



Строгий знаĸE

Тефема пусть po:
O

Сa

Роĸ1. Tогда
Ф

Нетривиально
L

.

ECMM
-IEXEL,

mo G-S
2. Ea

Ш MOS
, mOY-OLLL1

доĸ-во:
mn

Т

Оy-limyn-AimP(Sn=O)-Limeentos
дП-вероетность того, что 5=0

Вшлу соотношения 12) 4
R4(Z)

:414
n(ZD)

On
+1

(01 -414
n(0))

gnee-4(уn)
ае-непрерывноп устремляемĸ:
У-4(у) (3)

Если вспомним, что 4щ
el-L,

то ц-1 всда будет
жешеним

Решенем (з1 евлестся У=8
Осталось понять, что:

Вслучас ĸогда те1 нинаĸих других решенийнет

Вслучае ТН1 оĸозывастся есть еие одно решение

У-иу= графичесĸи изобразим это дравнение

A
Левая честь это у,.т.е прямая

a
)

r Провая честь это Фщщ1-производящая
Ф%- фунĸция

7

H

L

"!; заметим что ФСН АрН действĸ от одо1

7
это выпуĸлая фунеция, т.К. 4'(2130

n
б1

9 T

Мы обязаны попасть ПрИ К=У в единицу,
ZN но в случае ар лсы всегда находимся

-

-.
и

оижоиь

выше этой биссентрисы а в случае П
Zбро н
l j

7 Ц нОС есть пересечение, нот.ĸ. это

выпуплая фунĸция ОНО единственное



al FZ
:

OEFL
1

41213z

499) -412
k-E

1-731-417)1:
T-7

e41-4C
E

-1 густрелаем ЕК1)
4'te1ce

'
lim 441-
7

o1

Есш Промая ИШН пересеĸаютсяв одной точĸе (в1)
в этом случае значение тE1

б1. ц1=Р/X-о1-ро
аверхятность вырогидения в первом же пополениц

Y2- 4141011-4191)
Н-роса
=з е1441a1=a

=З по индуĸции (2) 4
nee(z)

=414n(ID
использ.

yn La Fn

2 Решенм Уравнения (з) у--ч(у)
могет быть тельĸо У-а

Вер-ть вырогид. У=а

для F:аcF1
A

1

I3 U
(7)

uo

Lз.:и.Оa

-
..

4441-е1а1-41014-а) тефелямагрангноll

1 a QE
19,1)

1-
a-4a1Le-al

41101=1 Q: Ocace 4171-возраст
4E1131

U

4'(
Q)"



замечание
Есл Ро=О, это означаст. чтоg.-РСх-=0)-=0Э
всегда ĸто-то родилсяЭ Ц=о,т.е. вырождения

рнь

не происходит
ЕСли Ро=1, то Уе=Р/X=01=е= все заĸончилось
в самом иечале нинто не родился = ФЭ1

Дале Х-произвольная Случайная величина

Харонтеристичесĸияфунĸций

Х-случайная величино Кслуг велХараĸт-фрунация

существует
АС-хараĸтеристичесĸая гфунĸецзияОПР
-

LRI

апределятся на прямой, ноĸ

ftl
-EEeity,

г8e=f1-менимая единица
Аргумент действительный знячение ĸомплеĸсное

Есл ХХО, целочися, тO 4121-
EEZX

ecur eit
=G,

т
o

полyчumaя fltl
-6

leity

Ментеграл Лебега- Стиятыся

its

Eeity-feitxlal
plawl=ke Baldst

воспределение

Слуг вели?Х

Лостныеслучам
знечение: Аs, аг...

Есме Х-дисĸретная Свер- ра,Р...и

FLEI-E?таĸрi сходится, Т.ĸ. он магиорирцется Сх-редом

te
'te

tak



ЕсмеХ имеет абс. непрерывное Роспределение,то
Э плотность HLSS

Гогда
fCtl-Re'tsnisidscхoдumal

ĸоĸ плотность

leits le

Подынтегральная фунация лажоргерустся чем-то
ОТ чего гиентеграл существует

Св.-ва хараĸтеристичесĸийфуннций

L
.

FLO
)

-
S,

MK
.

FC
-EL-1

IFLEILEY
, MK. IEET'ELGIEY-ILEL

2. faxee Ctl=eitffylats вытеĸает
из ОПР-И ев.-в мот ониД

Линейное гресбр Сл вея.Х

3. ECl Xa
,

X
2-Hezabuc,

mo fxetx
.

(t)=fxilt).fa
(tl

доĸ-во танос же ĸоĸ для Произв Фунниий



леĸция Плы

напоминание

Чамх-слуг величино, то Харантер фунĸазия

действительногогунация геременного t

fCEI =EeTX ĸомпленспозночная

Гслуг величесны харантеристфуннция Определена. Т.К.

таĸос мот ождание существует всегда

Св-ва хараĸтеристичесĸийфунюий-Спродолжение

н. FHH
1 Вавномернонепрерывно

доĸ-во
тти

возьмем IFLE
+HI-FLEI1,

надо поĸозать, что для

ĸпеперед заданногое если п мало,то независимо
От t это раязность не будет превосходить е

вынести общ-леноги
f

HFLETHI
-FLEIL:

IEE'EA IX-IEE'EX=I EIETLE-
H)

IE
Я

9ПО Огр. ев-волиенестность модуль вносеем

EIEleityyleint-11-LEleint.-11-Eleinx-41.9=
11

FLELEINx
-1).

(HяXIA,+HE
шAз)E

eiah . 1= ih8%eizhdz

leian - 1/:
E

-leiany

+lyl

lha1- infeiznl1dz-h.dz
д L

:
s leiah

-11

: min (2, Ihall



Дно первом индиĸатора LXILA
=2 LEIBX

-11-HINCAS

IIHLAIE
M

1
nx1

Не втором иидинаторс: LEINX
-EI2EELL -PLIXIA)AS

IIht
. A+2

PLNXLZA)

rDUA-0 EE20 7 ED0 FAILALSAY AO PLXIALOKG
w

:
D FEJO 7

AO:

FAJAO IFCETH
)-FLESLEILIAOTЯ O

7

Если вставить ЭбэEAO : HIHIG

IfIEth)-FIEIIEINI-AoCE
аиомент порядĸап

Б. Пусть ЭВХ" Приг-целом
Тода Эт-ĸратная Производная уFLt

. FIMJ JO1 : i" IEX"

доĸ-во:
u

Нушно вспомогятельная теорема

Тефемо-лебего Сопредельном Переходе подзнаĸом
мат ожидания гинтегралт

Пусть КХnУ посл. СЦЗч величин

t
н-ах

почти всюдуи ЭСлуч велич. УО
m

C
Слт велич

таĸая, чт
O UXNLEY почт

e всюду и Н
IУ

Гогда EEX-Cm(EXnL

CimtnEE без доĸ-ва)
Пример Пусть 2=о.1)

Г=В-борея
Р=Л-меро Лебега

пусть СЛуч величины Хн-это фунĸени таĸого вида:
Д

ід y J



EXN=N.E+ -0z1 tr

но хи-о почти всюду
:

J IElimXo
=o

OFeEEX2-EElimXnlim1

Не выполняется Теорема Лебега Т.К. не выпол

жеНо условие Эа. вел. 40: IXULEY

мы не можем жайти таĸую СЛ вел. У, ĸоторая
мгиорироваль бы любую Сл-вел Ха

Доĸ-во продолжение БСв-во

Донажем тольно ПРИ п=ч, остальное по индуĸ
ЦИн

Надо доĸ-то, что если ЭЕХ, то

Производная у FLESFIOFIIET
'

По апредемению Производная

FLE
+HI-

Если гРН Стрешлени ПО у нос предел едщест

вдет, то это и есть Производная в точĸе t
гентеграл Лебего-стесяться

вспомним, чтO IEJCXI
-IR

GLZIAFLE
)

d

Фунĸа-роспр

(лy" bem:.XFCE+HI--LEIEzAFLZK
L

FCEL=EeitX

FLEILL
=

IEEICETNXE) FLETHI-= EELLENT-IEE'E-

: LEeitylei



Надо понять можем ли мы преходить ĸпреде

лУ под знаĸом интеграме

еіп
z-

Обозначим:-ан(ъ)

Рассиотрим слецд вероятностное пространство
Вĸачестве а выступаст грямая 1R. в

ночестве балгебры выступоят борелевсĸая балгебра
ав ĸочествеР выступаст вероетностная мера
Которая порожедастся вот этой фуннший
Роспределения ЕLH1

CIR
,

B
,

P
),

2E PL9,1=FLB1-FLa)61
мы доĸазывали, что если мы Определим вероятность полу
интервало таĸим абразом тО это вероетность роспростра
жлеется но вею борелевсĸую балгебру В.т.е. этого.

товенства достаточно чтобы однозначно
определитьp

На этом вероятностом пространстве мы фассматриваем
последовательность фунĸций ЛаСК ПРИ изменении
Д.ĸ выступаст в данном случая ĸоĸ неĸий

параметр фиенсированный-переменная

T
и(y)

Т.ĸ. Оно непрерывĸя яевлестся Случ велич.

НД вероятн Пространстве

PACK
) '90 (

F

: inf ,=ifeinda
roo

n

1 r

eiah. 1= ih?eiahdz

СН ĸаĸ фунĸция Oт7 непрерывная ,то есть
это есть случайная величино но (

RR,

B
.

P
)



:3 LXNLZILE IZI

P
Это вытеĸает из неравенства

leiah . 1= min (2, Ihall
ПО тефреме Лебего, мы должны можорировать чем-то

Нашеу послед, что имеет Мот ожидание
HO R'HI AFLZI CD, Т.ĸ. п

O уеловию ЭЕХ
Il

IEIX
1

мат оĸидания М гущ. елиот-огиданиеХ сущ
F

З можем применить теорему Лебего

ftthI
-LeitzeLzAFL7)

-яEit
?;

Z&
FLZ)

n hso

детремнлеа
иĸо

Это величино

Стремится ĸ челд-то

резумному
=Э Предел левой мести Ари ПЭхо тоже сеществует

=
J FF

'(EI

ПPu E
=O BE

'tZE'AFLA)

QTO KIdELZL-ILEX
ЭтОт мн-ль исезает

Дале по гндуĸций

б. Формула абрацепие

-'м

l
Вопрос: Каĸзнайфунĸцию распределения

Хараĸтеристичесĸую фунĸциюнайть?

FCEL-LEeitx

Хараĸтеристичесĸая гунĸция

апределястся герез мат огидание
ПО если лит ождание записать
в таĸом виде: LEGLX1-1G(FIdF(Zr

харант фунĸция антеграл опрец. FIE)



Инаоборот? пусть известня Хараĸтеристичесĸая
фунĸция, можем ли мы зная ее найти фунĸциюБоспределеннть
Пусть ĸ-фунĸция Роспределения Слуг величиныХ.
Для ĸасв, где ав-точĸи непр.F справедливо
аледующе соотношение

FLb1-Flal=Fr lim
cex
Ii 'e-itee -tfltidt бездоĸ-ва

ЕСЛи а устрелитьK-., т
o FCAl-SOF3

мы можем получить результат просто для FСв)

а,в-точнея непр. F

очеĸ возрыва д Фунĸций роспределения иеболее
ЧеМ ссетно

Ана Прямой ионтеснуумЭ Почти все точĸи

точĸи гепферывносте

Мы
знаем

вею фунецию Боспределения если мы знаем
по форнуи обращенияĸоĸ оĸе Себя ведетв
точĸах Непрерывности потому что фунĸция

Воспределение Непрерывно слева и ĸ любой точĸа мы

можем двигаться слева по точĸам жепрерывности
ив пределе получить знечение фунĸцим Феспределения
И в этой точĸе (точне рязрыва).

Цтв: любая Хареĸтеристичесĸая фунĸция однознечно-

Определяет Фунецию Тоспределения случайной
величины
Вытеĸает ИЗ формулы оброщения



Пример ĸаĸ найти Хараĸтеристичесĸую фуницию для

стандартногй нормального заĸона?

XNN109)

Хараĸт фунĸция

41tI= Ineitz
.Д

Б
Е

FdЭ

=
можно воспринимать

L ĸаĸ обычный интеграм Римона
плотность

ПО грямой (неогр обрости иент)

-L2

4/tI= Iizeitz .Fe
? F

8легĸо уедиться, что дифф мошно внести под зноĸ
Интеграла

бПю
частом

Ot
4Ht)

l4HS=E-ULE) 23
4CHI=E-E

Теперь гессмотрим СЛуч велиг 4

мот-огид

Y
-N(a,BY

4101-1

4 Jдисперсия
СПО распределению
ĸ

dа-БХ

2. Faxeb (t1= eite fxlats

естанд-нормельноеДно св.-ву2 харгент
фунĸциня

-O2E2 ita
-OzEfyltl =eita 4(ft)= eita. e F=e

Пусть mеперь ECть YINNLAI
,D?),E=1.2188

две слезчайные величины



Че. ĸа-независимы =) FRek
,

(
tJ=

FY.Ct). Fe (t)

по св-вуз

frexke(H =eita-O??E.eitaz
-E.E=e

itlaita.1-БE-8?
2

=з Фхараĸт фунĸция нормального заĸопо спарамстраши
алаг,Б

i.Б?

Мал
tаг,

БДй)

Г.К Унос есть взаимнооднозн соотв менеду
Харгент Фунĸцияли и роспределениеми =

ТО суммо неосело другого ĸром хоĸ Пормальное

Распределение иметь не мочест

=З Сĸиадывая Нормально жоспределенные сеучайные
велишсны мыполучаем гормальное роспределение

Спроведлив более общий фоĸет
Пусть 2-N/a:,05) j=tis."
ĸл,йа... Т-независимы

=3 xete... + anYn имеет ĸорм роспределение
s

NCExiai.E2?5?)

Н Расширенное Св.-во хар-фунюций
Овзаимно Кепрерывĸом гоответствин харонтериести

чесĸих фунĸций ифунĸций распределения
Если есть послед Харант Фунций ĸоторые сĸодятся
ĸ-ĸаĸой-то хараĸтеристичесĸой фунацин-что будет
просходить с соотв фуннциями роспределения?
И обратный вопрос: еспи у жеС Гю ĸуда-то сходятся
ĸ наĸой-то фунĸции, что будет происходитьс

Харант фунĸциями?
Вознисĸает вопрос: в ĸаĸом смысле Сход послегетая

довательность Харонтеристичесĸи Фуницийн в ĸаĸом

слысл сходится ПлеД фунюций Моеспределение



Опр. пусть есть послед фунĸций ростределениея ZFrУ-

Будем говорить, что Ги слабо сходится ĸ фунаций
T F,

exul
Frilxl ns FLXI в точннепр.Хфунĸий

Oб: FrEF

Вопрос ĸаĸим набором Св.в обоидаст Предел F?

Лы знаем, что Ки-монотонна =ĸ будетмонотонна гохранилось

Fnв пределох от о до 1 =7ĸ тоĸ же
гохp.

ОГн на-х это О= ДНО? это
св-во не

ня та это ГГы сохранится

Пример пусть фунĸция Fыly имеет тапой вид-
q шия

Этодэуĸация воспределения. Т.К.A L

.

- всесв-ва выполнены КП

!
7

-
n

n

Это фунация воспределение Тавномерного заĸоно На

Отрезĸа-піĸз

FR
-SF=S

Вывод: ĸ не фуници Боспределениеложет быть ей

Огр? Послед слуг величин бхлУ глабо сходĸ слУг вел.Х

Сили Сход По распределению
Ссл

l FRFIF где Fr UF
-

это фунĸе распределения
СЛуп величин Хи их соотв.

Обозн? X=зХ--



леĸция ПНБ

Обозначение
Послмед слуг величин бхиз, ĸоторым отвечоют фунĸцин

Роспределсние 2EлЗ и харантеристичесĸи фунĸцин fnltl

СлабIDOд. FRDF IS FLXI- FLX tm-нeD.Х фунĸции F

Слаб сход. Xn -3X, ecм FRFF, 28e F-Ф-рocпp.

Тефема опепрерывĸомсостветствыйфунĸи-тостр

ахараĸтфунĸций

ТефемаэПрямая) без доĸ-ва
Eal LFRУ-послед фунĸций Роспределения тосĸая что

FNFF-Ф. pacпp, mo
frCtl aFLE EEпomorerнo)

И АС-хараĸт фунĸция сотв. F

Цтв вытеĸает из 2й тефремы Хелли

бвторая ТефремиеХейле

густь д-ненр. огранит. фунĸция и Fн=F-ф-ростр
ез доĸ-ва

Гогда
I

2

GCxIdEus Б2д/xаĸ
r 7L /

гентаралы
Лебега-стеться '

Это более сильный результат
Носпоминание

TH
-EE'EX-RCOSCEXI

IE
+i/

Sin
(Exl

dF

Ф

фунĸция роспр.Х

Из этого представления и2-й теоремы Хелли гмедует

Тефемиия ТПремая)

Но для нос важнее абратная Тефелия



Теоремо агобратная
Если1Fu(t/3-послед. Хараĸт фуньций И

faltl s fltl Et 4 fIt
1 непp.в отличе от гремой

поточечно тефемы

Гогда Fr BF и F-есть фунĸция Теспр. С хар. Ф. FLEI

Рпослед. соотв фунĸций распределения

вспомогательныедтвершдейи

достаточное условие для слабой сходимостьЛеммат

фунĸций Бспределения

пустьD-всюду плотное мн-во BК.
EAU FUCX

)

FCXI FXED
,

MO FR=JF

не обязано припадлешать D
Доĸ-во: пустьх-точĸа непрерывности фунĸцимF.
гИ

возьмемX,XED: XS EXEX
2

Т.К.Fо-фуннция воспределение

змонотонностьF
. FACXE

) EFACXEFR
(Xa)

Переходим ĸ пределу грА 1-s:

Ечто Происходит, мы не знаем. предело могот

FaCyelE FnCXIE Fr
(X)

не быть, Хо генсежний ее верхний

hno
Пределы точно есть

L tnar

FLXILFLX2IMFCXEEimfuCx
)

х-точĸо Непрерывностие, мы заĸлючили нижние н
верхние пределы FиСХ1 значениемн FlxeI 4 FCX.), но
это любые точĸи иЗ Оĸрестность Хах это точно

Непрерывности
ДЛя Нигинего и верхнего предело ничего не остаст
ая, ĸаĸ жвнятся друг другу

х-точĸя Непрерывности илен-во всюду плотное
FLXE

)

FLXTMECXEtimfnCxl

4



EmF
.CX-limfitxl:AMFLX)=FCX)

Первая теорсмаХейле

ЦЗ любой посмед фунĸций роспределения ЕFиз можно
выделиять подпоследовательность ZFunb

:

Frn
=)

F

замечание ĸне обезательно фунĸция роспределения

Доĸ-во: Для ночало выделем всюду плотное мн-во:
ги

возьмемДа-лен-ворациональных точеĸ не 1R

всюду плотное мн-во

это мн-во счетно эт можем их занумиеровать
D

-EXs,X.....s

Рассмотрим наше последовательность Еи в точĸе хл.

Lfa(xe/5 = это поледовательность чисел но

атрезĸа ГОвЗ

Из этой последовательности мы ложем выделить
еходещуая подпоследовательность тĸ-это огрониченная

последовательность гисел

сходится ĸон Чеса-нося.

Выделяем поднослец. EFen
(xely: FenCXel

предел обозначим ноĸ значение Каной-то фунацин FLХ.)

Дале Павторим этЦ Процедуру, но уже возьмем
последовательность ЕFenУ, ĸоторая Слодится вт-хе,

жессмотрим Этд последовательность в тха и

из нес выделяем еходененася подпоследовательность
И Т.д.
FeeLxi

)

FeaCxi
)

Fislye)...
.
FCX

.)Д
Faclya

) Falxe
)Q

FCX
.)

Fze
(x3

.. "F
1X3)F33(X3)Fa

(X,)

..."



Для подпосл. ЕFичУ, ĸоторую меы составияи из
диагональный жементов, мы Имеем: F

иn

(X1я F
СX)

FXED

И по лемше 1: Frn=7F

OбоприделенийF.Поĸо Она апределено тольĸо

для жементов ХеД, а надо апределить для всех
XE112

любая фунĸция Васпределения обладаст св-вами:
-онотонность

-непрерывность слева
на-ДО

не тов

фиĸция ĸ обладаст Первыли 2-лис св-вами точноy
r

КХФ
D пологем FLXI = lim Flxi

)

ва приблежоотся ĸх

Т.К.Р всюду глотиое
таĸую посмец
могем получить

TIїX XiEB хі Сlы

Леммо пусть Х-случ
величение

E

ЛяF23O: PL-2EEXCZ122IZIFCHIGEL-1 441
T

A

где АС1-хараĸт фунĸция слуг величиныХ

PL
-деX а1а1е?ннан
почему мы здесь не соĸратили2?

Ответ: Что происходит, иода СОР
Если А-харант фунация, то FLO1-S, т e. прu T

0

Z

"
e

t,'fitldt
Io

alseffitlatl-1 n9 211-1=12so

ЭГ

Т.е. это неровенство будет использовано чтобы поĸозать
ЧтО фунация ĸоторая возниĸает ĸаĸ Предел подпосле-
довательности вэй теорели Лелле, евлеется



фуниций Баспределения

доĸ-во:

мдейныаннйдетаĸ(найД
вёнопр

Есля плотность р, то интеграбыĸ амела

можно было бы записать таĸ:

гинтеграл Риллана

I "itzdE(z)=E"eitzpla1dz

В сИле того, ro leital=L, m.e. в ĸочествеподынтелй
Бальнои фунĸцин Ц двойной интеграма унос
выступале бы РСН, ĸоторая антефрирусмоия

Прямой содной Стороны ас другой Стороны
гнтегрированиепо переменный гдет но

ограниченном отрезна С-С.чЗ, а это озночаст, что
мы лошем поменять порядоĸ гентегрирования

II
2I'Ie

' tz dFLAIdEF

LI2 IEeitzdtJOF(zl)=
ТЕфемо Фубина

споменять порядоĸ)
антегрирова

=IIITOFL
7)) Eeitadt :

=
I?

SINL AFL71/= Z

=IoCOSt7+ isintZdE-

IFLL-41= =I"Oost7 AttTsintadtIe
"

W

SINAFLZ).(HAT HACI
/

O
wer oyT

.k

tsintzEfIz:

A: ITX
122

: SISINT
:

ISINE
F



Ho A: SINTF I 41 H AC
: 14

X132z7

SinЧGoa
1

ТК 2

IIS7 OELZ).-(HAT HAC) LE PLAH
+

IPLAY-PLALTI-IPLAL-
1-

PLA)

= ILPLAL
+1)

%
l

EI
'IE'EzdFCAIGH

ILPLALE
)

P2;-L

PCAL
2, 2-1II'IEIEzdFLAIGE-1

Доĸ-воий Обратная Тефелия

UЗ LFRY
,

omber
.

2 FH
13

no 1-йтeфеме Хелли берем

поднося. LFrnG
:

FIN =3 FA

Главное, что надо понять авиеется ЛИ ГЖ фунаций

Роспределения ипи нет

доножем, чтOF
*EDJ-F*L-8139

12)

Fж-предел фунĸцин Боспределение иĸоĸ Предел

фунĸций роспределения он заĸлючен в иентервале
om O g

0

1, m.e. FAL
4NO)-F+L-1

не может быть

больше , поэтолу это неровенство фаеĸтичесĸий

Означост ровенство, а это возможно тольĸо, ĸодда
FALTDL

-1,

a FAE
-OLO,

а зночистFа-ф-роспред.

ИЗ ЦЗ выстепаст, что PL -ZEXCE122/C?FCGIAEL-IH)

Frn(E1-Fun(-2132/ZeI"frn(tlatl-s
ll

PL-REXMC)



Если Устрелиг1sD, a 2r0, mo

FAE
-II

F
*L-813 lim(alZe?'funltlatl-s)
U

7
Осталось объеснить, что Предел можно внестие внутрь
гинтерало, MK. frnltla fLt1, ĸоторая непрерывня во.
a bO:F

101-1

J
гассмотрим вероетностное прострянство
(

R,

В. P
), где

Я.Г-ч.чЗ

ОВ-борелевсĸая балгебра подлен-вя
ор=Дт -мера Лебега

Нушно проверить, что Р-вероятность, для этого.

аужĸо проверить св.-ва ĸоторыл ОНО долгня
Идовлетворять
олгена быть неотриц, на ПГР0атонg
iв

должно быть сгетно-аеддитивной, но это
вытеĸает из того, что л-счетно-аудитивня
РСП должно быть 1: PLRI=ХСR)

Ze.
a

МС2)-длина интервано L-, тз, т.е.
NCR

)-=2T

:3 PCRJ
=1

u frunlt
)

ĸоĸ нeпp Фунация есть СЛУн величина
w CR

.B.PJ

4 LFMCEIEL

=) ложемь применить тефрему лебего опред
няĸом иентегралаПереходе под з

O
можем забыть, али

: E
2I'

fun(
tldt

-
Io"

tmolt
)

dp непонятно

limZ2I'fna (tlet=It I'lim frnttlat



И поэтолез аМееМ нер. 12), т.e.
F

ж

есть фунĸция Боспределения

Мы доĸазали, что взяв Fи мы получаем подпослед,
ĸоторая сходится ĸ Га ино этой подпослед. У
НаС гредельная фунĸеция авл фунĸциий роспред
Почелеез вс послед Сходится?

Предпологим, что есть подпосл вFы, ĸоторая не

сходится слабо ĸ ЕЖ, тогда из нес мы выбĸраем
по гой тефеме Хелли подпослед. ĸотороя Сходит-
CO K FH

*:

Г подnосu. LFniY
:

Fri
'F *X-Ф.- раp? доĸ-во таное же

HO FA
4

FXX
,
что невозможино вселу Прямой

жефемы онепр соотв.

заĸон больших гиселСХинчин
Хо... от-норм. один. precыp.,I M= XRIET

оrда Xet
...rsm

n Фпо вероятноста

Будем доĸазывать через Хароĸт фунĸцин



леĸция Пль

заĸон больших гисеяТхинчин

пусть есть послед. Х.?...н-независимых одинаĸово теспред
слуг величин и J

т-ЕХ.

Т.К. они все одиноĸово роспред.
то у всех мот ожидание одинеĸовое
Тода

Хет...ждчтРано
верхенность

залиженей

Чебышев Колмогоров.
грязĸорострсл-вел.
JDXI E CONSt

Рболее сильное деловие

-резноросырсвес ЭДхіи
ЕДхса

аодимиостореда
Т.К.-если СдЦ- момент более Есям выполиено

высоĸого порядно то сущ условие:7DX:=COnst,
моменты более низĸих поряед - то условие DTICD
ĸОв

l
ĸоне наоборот: выполнено автом,но

ЭДХ = ЭВХ не ĸасборот
JEX7IDX ходимость почти всюду
овер-тиСходим

Доĸ-во: Пусть FLEI
-EEEitX

-хараĸт дунацияслут
гл

величины Хлно Т.К. Они все один роспред, то

это общая харант гунĸция

Если мы положам Sn
=Xs ..
"

tu.

Mo

fsultlz fxiCtl-fxelt... fxalts =f
'Lt)

по св-ву: если Х,,Хг-незав. Фвсе онино

mo faexi(tl=fxltl. falt
)

одинсеĸовые

fCt= f"(#) le+hJ"se
L

faxee (tl=eite fy lats



eit-1=:! Teiydeg
I
L

eit
-1

1 E min
(2.

ItI
)

(1)

аледующий глен
возложение еттво Ib t

eit .-1-it=
i?

Leis-ildy
eit

.1-
it

Iemin
(alt,

I
)

121

fIE ) =LEeitt =1 titm+

LEleitt-1-tхo

добавиня

IEeitx.IE1-Eitxe
Il il

7 itIEX
,-

tmвычили
-

Exitm
+

Eleitte
-1-ittal

e -

etitm+ELeitye-t-itxsl( HexIEititagT HAXIIIIIg)
беренесем влевь

fCtl-1-itm=EEle
'tte-1-it4s).

( HakiEIEIy+ Hsixels ItIIg
)

Ele 'ty.-1-itxs).IHalxiEItIEy T ASIxI ItIIG)1 E

Eleitye -1-itxs).HuxiEitiay1+ Eleitte-1-itys)HglxiisitiEy

Eleitye
-f-itxs).

HuxiEIiaY KEIEeity
.-f-itts'

HENxIEIEIEY

Eleitte
-1-itys).

KZEette
-f-itts'HexDHIEYIaixiI

3

ItIIy

(нep. 121
leitX11-itxil Et? Xs

IEeitye-f-itys. HaliItITay E IEX.?. HELX
.IEItI'EY

sнep. (21:
leitte e-itxelEaltl. lxel

Eeitye
.1-itXs'

1 HEIXHEIEZE2HL-IEIXel- HglxeL
3

IEIEy

IfCtI-1-i EMIE IIEX ?. HRITIIEHIEZ+2HH-IEIX1L-IAXDHEIEYE
r

HeLEIEI
'

:3 IHXAR CEIE

IE-HVEEц=PLIXULEHIEJET



I ILIE + ZHEL-ELXeI-IAX.IDIEIEY =+2HI-EIXeI- IIXeLHEIEY13)
'быстрес дходитво, надо понять, почелец

ЦЗ (З) следцет,что Касум велич
x:

Чем Это мот. алеидания
умноче на аендинятор
дходиет во

ĸогда Мат огедание суси.а
fltl

-еeХаp. фунĸция 4MEE
Х:

EnO

аадинятор: ногда t
мo

ItIE n8

fltl
-ltitm

- ELtl,Eso 141 =З столт хвост Сход гентефало
=7 сомпожит. дходит во

Есш применить (Н
-C

FaIt :T"EK)=EL-IMETELHI e
itm всюду гепрерывная

D фунация
Это величинаД

за ачт 1.8
:0

вспаменим обротную тефелец онепрерывĸом соотв..

Ф-респр и Хар фуннциями
Eal fultla fltl ft 4 fIt нeпp. b

0,

тo

Fn DF где Fr-Ф-роспp. с Хароит Ф. filt).

Г-Ф-роспр С Харгент. Ф. FLE)

TR
-

eitm есть Харчент фунĸция Сл вал. Г=Т
L

с вер. 1, то M
9

FY(Z)

l C

FSCEIF3 FLZ)

ipuimes
7

Фиĸсируем произв E
З0

m
.E

И тессмотрим PLM
-EE

SRCMTE
)

Есл мы донажем, чт
o PLM

-EESLM
+EJ-1,

mO

все доĸозано

PLM
-EESLM +E)=Fs(m+E)-FsaCm-E)

Аслабия сходимость означаст сходимость левой

Чости во всех точĸах Непрерывности фуннцим FY(z)
Но в о

n.

т+е и т-е наше фунация гепр и

тевнлется в т-е единице, а вт-е ĸулю
I

3

FLM+E)-Fm-EI1-O=1 7 всe доĸазапоn



Центральная гредельнаятефемо

lПусть 12..- Хн -незав.-один Роспр. Случ величены
U IMEEX

,

4B
?=DX1,

нO Т.ĸ. сy? величины

одинееĸовороспределены.то их лият ожид и дисперсеш
одинановые
Гогда FZEIR

plxe ...om80n
a

71

-sfaiIte -Edy =PLYCa),
2e Y

-NC01)

In

Замем. ЦЗ ЦПГ можно доĸазать заĸон
больших

-

гисел

Доĸ-во
т

Аналогично, если доп предположим ЭВХ, то

получим таĸое соотношение

FLEL= LIEM
-E2

EXETEL
,

EO 151EY
r
это уточнение формулы СНЗ

Доĸазывастся тоĸ же, пеĸ (Н), тольĸоздесь

нужно использовать еще едно
L

представление

Zor:
Y

-....

.*.

iIгgе Yi=Xi-т, IEY
=О

DX
:=DY:=Б2

r
адвигна ĸонст
не менлет дисы.

Если НН-хароĸт фунĸцзия Че, то.

fan(t) = SM EBMIE 1-E2
E'NE'TEEEN-L-EN

TELEI' е-E
P

гримесем (Б Харантфунĸция
Станд Норм

FLEL=LIEM
-EEX'TELEY заĸонеl

Мит Оĸид второй меомент Y
-N(Q1)

TEYI=O :3 IEM=O IEY?OZ

"
X!



Тада по абратной Тефемие онепр соотв доĸ-во
завершено


